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Resumo

Raimundo, Juliana de Matos Ponte; Goncalves, Paulo Batista; Orlando,
Diego. Influéncia da interacdo néolinear entre flexdo e deslocamento
lateral na instabilidade esttica e dinamica de um modelo conceitual de
coluna. Rio de Janeiro, 2018.143p. Dissertacdo de Mestradoe
Departamento de Engenharia Ciel Ambienta] Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

A estabilidade das colusade umportico planodepemle da importancia
relativa da rigidea flexdoe rigidez lateral de cada coluna&kementosdjacentes
Um exemplo tipico é a maior capacidade de carggdhticos planos com
restricdo laterabm comparacdo comorticossemelhantes, sem restricéo lateral.
Também esta restricdo tem uma influéncia importante na respostetpise na
sensibilidade a imperfeicdo da estrutura. A carga de flambagem pode ser
dominada pela rigidea flexdo da coluna ou pela rigidez das restricdes laterais.
Dependendo dos valmerelativos desses parametros, pode ocdm&racao
modal Nesse caso, podem surgir varios caminposcriticos, acoplados e
desacoplados, lemdo a uma topologia complexa da energia potencial ¢otal
varios pontos criticos (&ximos minimos e seld). Os caminhos paésriticos
instaveis influencianma s capacidadde cargee ra sensibilidade da estrutusa
imperfei@@es Isso leva a untomplexocomportamento dindmico nao lineda
estrutura carregada axialmente. No presente trabalho, um modelo cndeitu
dois graus de liberdade de uetementode pértico plano sob compressae
estudado. Uma andlise detalhadaeélizadaa fim de estudar como a rigidez
lateral influencia os comportament® pré& e pdscritico, a instabilidade
paramétrica do modelo sabmma excitacdo harmonica axial e o comportamento
ressonante do sistema estrutural carregado axialmentersobxcitacado de base
contribuindo para uma nter compreensao da resposta hdear desta classe de
estruturas. A andlisead bifurcagges mostra quea estrutura pode exibir varias
solucbes estaveis e instaveis coexistentes, levando a bacias de atracdo
entrelacadas, cuja topologia controla a integridade dinamica da estrutura em um
ambiente dinamico. Para estudar o comportamentdiméa do modelo, fam
utilizadas varias estratégias numéricas para obter os caminhos de equilibrio ndo
lineares pontos fixos estaveis e instaveis, diagramas de bifurcacdo e bacias de

atracao.
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Abstract

Raimundo, Juliana de Matos Ponte; Goncalves, Paulo B#éfishasor);
Orlando, Diego(Co-advisor) Influence of the nonlinear flexural and
sway interaction on the static and dynamic instability ofa conceptual
model of column Rio de Janeiro, 201843p. Dissertacdo de Mestrado
Departamento de Engenharia Ciel Ambienta] Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

The stability of columnsin a portal framedepends on the relative
importance of the flexural anéhteral stiffness ofthe column and connected
elements. A typical example is the higher load capacity ofsweay frames as
compared with that of similar frames with no lateral restrain. Also this restrain has
an important influene on the postritical response and imperfection sensitivity of
the structure. The buckling load may be either dominated by the flexural stiffness
of the columns or by the stiffness of the lateral restrains. Depending on the
relative values of these parat®es, interactive buckling may occur. In such ¢ase
several coupled and uncoupled pbstkling paths may arise, leading to a
complex topology of the energy landscape with several critical points (maxima,
minima and saddles)lhe resultingunstable posbuckling paths influene the
structureds imperfecti on s efrtheisttuctwel t vy
This leads to an involved nonlinear dynamic behaviour of the axially loaded
structure In the present work, aonceptualtwo-degreeof-freedommodé of a
planeframe column is studied? detailed analysis is conducted to study how the
lateral stiffness influences the statiwickling and posbuckling behavior, the
paranetric instability of the modealinderunder axial harmonic excitaticand the
resorant behaviorof the axially loaded structural system under base excitation
contributing to a better understanding of the nonlinear response of this class of
structures.The bifurcation analysis shows that the structure may display several
coexisting stald and unstable solutions, leading to intertwining basins of
attraction, whose topology controls the dynamic integrity of the structure in a
dynamic environmentTo study the notinear behavior of thenodel| several
numerical strategies were used to obtdie@ nonlinear equilibrium pathstable
and unstable fixed points, bifurcation diagrams and basins of attraction.

and
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configuragéo indeformada da coluna perfeita;

deslocamento vertical da carga na coluna imperfeita;

deslocamento vertical dopo da colunaevido a imperfeicdo geomeétric:
carga critica;

fator de carga

frequéncias naturais dos modelos;

frequéncia da excitagdo harmonica axial ou de base;



Jio,

di,

doi,

Cest,

qri,

inclinagdo da coluna (modelo com imperfeicdo geométrica);

rotacGes impostas nas molas, graus de liberdade do Modelo de
Raithele Clemente;

deslocamentos dinamicos, deformacdes devidas ao movimento;
rotacdes estaticas;

rotagdes totais;

deformacgdes das molas sob carregamento estatico;

t=wit;

taxas de amortecimento;

peso espéfico da coluna

energia potencial total

deformacgéao do amortecedatacional
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Introducéo

A crescente demanda pgrandesspacos utilizaveis nos centros comerciais
tem impulsionado a verticalizagéo das edificacdes. Para viabilizar a construgéo de
edificios de multiplos andares econémicos bussansistemas estruturais mais
leves e,consequentemente, a elementos estruturais mais eshb&t@ntanto, o
aumento da esbeltez desses elementos estruturaisopadmnar aperda de
estabilidade antes dee atingir a capacidade de carga da secdo. Além disso,
sistemas estruturais esbelto séais suscetiveis a problemas de vibracdo e
sofrem uma maior influéncia da nd&o linearidade geométrica no seu
comportamento estatico e dindmico. Assim, para um projeto seguro de uma
estrutura esbelta, fase necessaria a utilizacdo do critério de estaoiéd
combinado a uma analise néwear precisa do seu comportamento-pdsco.

Para istp € necessariaum profundo conhecimento do comportamento
estrutural. Por exemplogm estruturas reticuladas com elementos estruturais
esbeltos sujeitos a compress@mse que @womportamentaestes elementasio
depende somente de suas proprias caracteristicas como comprimento e rigidez,
mas também da interacdo com o resto da estrutura, ou seja, de suas condi¢des de
contorno. Assim o fato das conexdes serem rigskasjrrigidas ou flexiveis e se
o movimento lateral relativo das extremidades da coluna esta ou ndo impedido
tem importancia fundamental na carga critic@e&omportamento pésritico da
estruturaquando os efeitos de segunda ordem torsanmportantes.

O estudo da estabilidade e das vibracGes de estruturas na pré e pos
flambagem é um topico importante na analis® dimensionamento deolunas e
pérticos esbeltge vem sendo tema de pesquisas, entre as quais podeitacas
aquelas realizadasop Trahair (1993); King (1995); Sophianopoulos (2003);
Machado e Cortinez (2007); Au e Yan (2008) e Xu e Wu (20B8lvyao (2004) e
Galvaoet al (2005, 2010, 2013jentre outros.

Existem diversas maneiras de considerar a rigidez dos membros conectados

as extrenidades @ unma coluna. O método mais utilizado em normas de projeto de



23

coluna de aco ainda € o conceito de comprimento efetivo. Este conceito foi
introduzido no AISCi American Institute of Steel Constructionem 1963
(ASCE, 1997), para verificacdo da ebilidade de uma barra com restricbes
elasticas a rotacdo nasasextremidades. Este método utiliza a mesma equacao
de equilibrio critico que a coluna idedd Euler (apud Gautschi, 2008tom as
condi¢cdes de contorno especificas aplicaiasndo a segute expressdo para a
carga critica:

p =P ZE'Z

(KL)

ondeEl é a rigidez a flexdol. € o comprimento da colunale é o fator de

(1.1)

comprimento de flambagem efetivo, dependente das condi¢cdes de contorno da
coluna.

No método do comprimento efed de coluna ndseconsidera ogfeitas de
segunda ordene o fator de comprimento de flambagem efetivo € baseado na
rigidez dos membros adjacent&ependendo desta rigidez a estrutura pode ser
classificadacoma indeslocavel (Figura 1.1(apu deslocave (Figura 1.1(b)).
Varios estudosrecentesabordam a consideracdo da rigidez dos membros
adjacentes na estabilidade da coluna, dentreH#éssland(1998) Mageirou e
Gantes (2006)Iwicki (2010), Hellesland (2012)Webber et al. (2015)Zhuang
(2013) eKala (2012)

o/

v
(a) Estrutura indeslocavel (b) Estrutura deslocavel

Figura 1.1: Método do comprimento efetivo de coluna (Canadian Institute of Steel
Construction, acesso em 22 dez. 2017).
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As estruturas deslocaveis sdo, em geral, c@draventadasenguanto as
estruturasndeslocaveisem que o deslocamento lateral é efetivamente impgdido
sdo, usualmente, contraventadAspartir de alguns exemplos simplegpdese
avaliar a influéncia as restricbes ao deslocamento lataeatarga critica dema
coluna.Como referéncia é utilizada a expressédo da carga critica de Euler, em que
considerasse a carga critica de flambagem de uma colunapbiada de
comprimentoL, submetida a uma carga axiglcomo obtida por Leonhard Euler
(17071783) através da seguinéxpressao:

(1.2

Entdo, mra o caso de uma colursgmplesmente apoiadaa base com
diferentes condicdes de contorm® extremidadsuperior (Figura 2), verifica-se
gue se a&xtremidade superidarlivre (Figura 12(a)), a caga critica é igual a zero
(estrutura hipostatica)se aextremidade superiotem o deslocamento lateral
impedido (Figura 12(b)), a carga critica correspondedtearga critica de Euler
Pg; e para o caso de uma estrutacan umamola linear de rigideX; (Figura
1.2(c)) a carga criticatem um valorintermediario entre osdois valores
anteriormente relatados. Seguindo esta mesma linha de raciapisentsena
Figura 13 o exemplo de umaoluna engastadana basee com diferentes
condicdes de contorno nextremidade superiorNeste caso, a restricdo ao
deslocamento lateral eleva em mais de oito vezes o valor da carga critica (vide
Figuras 1.3(a) e 1.3(b)). Obsersa assim, que goa estruturasomdeslocamento
lateral permitido, a carga critiga bem inérior a carga critica da estrutura com

deslocamento lateral impedido.
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Figura 1.2: Cargas criticas para colunas rotuladas na base.
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Figura 1.3: Cargas criticas para colunas engastadas na base.

A influéncia d contraventamento lateral mapacidade de carga de um
portico simétrico (Figura 1.4) fastudada endetalhespor Kala (2012). Neste
trabalhoconsidea-se a esbeltez n&imensionalconstante e determirse todos
0S pares possiveis de comprimento da colinae rigidez da mola linear
correspondenteK;. Para cada pdf: e h determira-se 0 modo de flambgem da
coluna e a carga critica correspondeifietao, podese determinar uma altura

critica da colunal, (correspondente ao valor fixado de esbeltez da coldea)

forma quese h<L_, a carga critica,F,,, € controlada pela rigidez latemlse
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h> L, a carga criticaF,,, € controlada pela rigidez a flexd®m ambos os casos

a carga de bifurcacab,., diminui com o aumento do comprimento datuoas

cr2

do sistema, sendb,, 2 F_,. Para certos valores #& e h, as duas cargas criticas

crl-

coincidem e pode ocorrer interacdo modal

h

L

NNy 000

Figura 1.4: Influéncia do contraventamento lateral na capacidade de carga de um pértico
simétrico (adaptado de Kala, 2012).

Para estruturas de multiplos pavimen@snteracdo entre uma coluna e o
restante d estrutura, pode ser peesentadgpor mola, como ilustrado para a
colunaAB na Figura 1. A rigidez da mola laterdf: depende do pavimento no

qgual acoluna esta situada. 3¢, ° @, 0 membroé totalmente indeslocavel. Se
K,=0, o membro é deslocavePara um valor intermediaria@e K; ele é
parcialmentedeslocavel Observando a Figura 1.5(b), a rigidez rotaciokgal

igual & soma das rigidezes rotacionais de todos os membros presentes na ligacdo

exceto adapropria coluna.
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(a) Poértico plano (b) Membro isolado

Figura 1.5: Condic¢des de contorno para elementos inseridos em um pértico plano.
(adaptado de Hellesland, 2012).

Também a restricio ao deslocamento lateral € importante quando se
consideram efeitos de segunda ordénsensibilidade de uma estrutura a efeitos
de segunda ordemilustrada na Figura &, onde se apresenta um porticom
conexdegotuladasentre vigas e colunagestringic lateralmente por uma mola
de rigidezK;, que representa o sistema de contraventamensobmetido a uma
carga lateraH;. Os deslocamentos de primeira e segunda osderd@ominados
respectivamented, e d,. Se K: € pequenpos efeitos de segunda ordem s&o
importantes e, s&; € grande,ha muito pouca amplificacdoedido a forga

horizontal aplicada.

H,

R r.z\‘}‘.’\
Oy 0o
|-+

)< -

K.d, =H, K.d, :H1+V(d2/h):H2

(a) Efeitos de primeira ordem (b) Efeitos de segunda ordem

Figura 1.6: Consideracéao de efeitos de segunda ordem (adaptado de Steel Construction,
acesso em 22 nov. 2017).
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As normas de projeto fornecemusualmente,formulas e diagraas
simplificados para determinacé&ms comprimentos de flambagem de colunas
contraventadasEm outros casos, o método do comprimento efetivo de coluna
adota algumas simplificagcGegue podem resultar em impreiesna estimativa
da capacidade de carga dmacoluna, em particular nos casoade nao ha
contraventamento lateralu este é insuficient@wicki, 2010). Existem outros
métodos simplificados como alternativaomo o the storeybased buckling
method que pode produzir resultados mais precisos (Yura, 1S9aMlessurier,

1977; Xu e Liy 2002).Nesta linha deaciociniqg estdo incluidos os métodos que
empregam forcas horizontais ficticias para contabilizar os efeitos
desestabilizantes, tais como imperfeicGes geométricas iniciais e tensdes residuais.
Este método € utilizado nas normastalisna (AS4100, 1990) e canadense
(CSA-A16.1, 1994), além do codigeuropeu prEN 1993 (2003). A atual norma
brasileira de estruturas de aco NBR 8800:2008, a norma americana de perfis
pesados (AISC, 2005a) e a norma americana de perfis formados Al8lp (
2006) utilizam uma versdo modificada do método das forgas horizontais ficticias,
proposta por Hajjar e White (20Q0para avaliara instabilidade de porticos
planos.

Nas estruturas reais, entretanto, investigacdes experimentais tém
demonstrado que rmaioria das conexdes entre 0s elementos estruturais metalicos
devan ser tratadacomo ligacdes sentigidas, usando curvas momematacao
para descrever 0 seu comportamento. T-emaecessario, portanto, incorporar o
efeito da resisténcia e da flexikiéide (ou rigidez) da ligacdo na analise do
sistema estrutural e dessa forma representar o comportamento verdadeiro do
poértico. Entre os trabalhos surgidos nos ultimos anos que tratam da analise néo
linear estatica de porticos com conexdes ségiiaspodese citarSekulovicet
al. (2002), King (199), Chen e Kishi (1989); Abdalla e Chen (1996glvao
(2004)e Galvacet al (2005 e 2010).

De maneira geral, para estruturas aporticadas esbeltas, sujeitas a nao
linearidade, o comportamento pédtico € afetalo pelos membros adjactes e
pode incluir a existéncia de mdultiplas configuragbes de equilibrio (estaveis e
instaveis) e de pontos de maximo e minimo ao longo do caminhtinedo de
equilibrio (pontos limite) onde a estrutura p@geesentasaltos dinénicos. Esse

€ 0 caso dos porticos eneldos porticos que formam a estrutura de telhados.
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Os poérticos em Isdoconhecidos na literatura corpdrticos de Roordajue
analisou experimentalmente o comportamentoegpiico desta estrutur@goorda,

1965) Koiter (1967),Roorda e Chilver (1970)Rizzi et al. (1980) eBazant e
Cedolin (1991)determinaam a inclinacdo e a curvaturaiéial da resposta pés

critica do poértico de Roorda. Essadois parametros sdo suficientes para
caracterizar o tipo de bifurcacdo, demdo ainda ser usados para estimar a
sensibilidade da estrutura a imperfeicbes. Essas solu¢cdes aproximadas podem,
entretanto, descrever somente a regido inicial do comportamentwifds do

portico eséo incapazes de descrever o comportamento do gé&dizcgrandes
deslocamentos ccomgrandes imperfei¢cdasiciais (Galvao, 20@).

Galvao et al. (2005 conduzram uma analise paramétrica detalhada da
influéncia do contraventamento laterab portico de Roorda, usando uma
formulagdo n&o linear de elementdisitos, considerandoquatro diferentes
condicOes de apoio na extremidade da viga (Figui@)L. Na Figura 17(b) estéao
representams 0s caminhogdscriticos para os quatro casos considerados e
Figura 17(c) séo ilustradasonfiguragbes deformadasslpodrticosconsiderando
rotacdes positivas e negativas da extremidade superior da .cCluma se pode
observar, as restricdes laterais tém grande influéncia ndo s6 na carga critica, mas
também no caminho pdsitico do portico. Os resultados evidenciaraisnuma
vez a importancia das restricbes ao deslocamento lateral no comportamento da
estrutura, levando o apoio C a menor carga critica e a uma acentuada declividade
inicial do caminho pésritico.

A influéncia daexcentricidadeda cargaP (aplicada a esgerda ou a direita
do eixo dacolung Figura 17(a), para as diferentes condi¢cdes de contorno, €
mostrada na Figura 8. Analisando essas figuras peske constatar que, de um
modo geral, o pértico exibe uma capacidade de dxsganferior aPcr; € quanb
maior a imperfeicdo, ou inclinacdo inicial do caminho-@dsco, menor &jim,

indicando que o sistema estrutural é sensivel a imperfeicoes
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Figura 1.7: Influéncia das condi¢des de contorno da viga na carga critica e no
comportamento pos-critico da estrutura (adaptado de Galvéo et al., 2005).
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Figura 1.8: Influéncia da posi¢éo de carregamento na resposta nao linear da estrutura
para quatro condi¢cdes de contorno da viga. (adaptado de Galvéo et al., 2005).
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Silvestre e Camotim (2000) conduziram um estudo em pérticos que formam
a estrutura de telhados (pitched roofs). Inicialmentemudelo conceitual com
dois graus de liberdade € analisado e posteriormente sdo obtidos os resultados
analiticos e numéricos (método dos elementos finitos) para estruturas reais. Este
tipo de estrutura apresenta dois modos de flambagem: um simétrico e um
artissimétrico (Figura 1.9), ambos apresentam deslocamento lateral, e pode
ocorrer interacdo modal entre estes. Verfieaque o sistema estrutural € sensivel

a imperfeicbes que podem ocasionar o efatpthrough

(a) simétrico (b) antissimétrico

Figura 1.9: Modos de flambagem tipicos em pérticos de telhados. (adaptado de Silvestre
e Camotim, 2000).

Portanto, é necessario desenvolver uma abordagem eficaz para determinar a
estabilidade destas estruturas sujeitas dinéaridadegeométrica e impéeicoes,

a fim de assegurar sua seguranca durante toda sua vida operacional, com intuito
de evitar consequéncias catastroficas.

Assim, acompreensdo do fendbmeno perda de estabilidadem sistemas
estruturais passa pela determinacdo da carga critioan@do critico, da solugéo
précritica (solucdo fundamental) e das solucdes -@gdscas e solucdes
secundarigsalém do estudo da sensibilidade a imperfeic@®esanalise pos
flambagem, baseada no trabalho de Koiter (1967) e amplamente estabelecida
pelos tabalhos de Crole Walker (1972); Thompsoa Hunt (1973); Hutchinson
(1974) e Bazant Cedolin (1991, mostra como esta analise pode auxiliar na
compreensado comportamento nalinear de estruturas suscetiveis a flambagem.
Isto € de fundamental interessen estruturas sensiveis a imperfeicdo como
aguelas que apresentam bifurcacdo simétrica instavel e bifurcacdo assimétrica,
pois estapodem sofrer flambagem para valores inferiores a carga critica tedrica
devido ao efeitade imperfei¢cdes iniciajsexcentricdades de carregamenésou

perturbac¢des dinamicas.
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Para niveis de carregamento inferiores a carga ¢riéisasistemas exibem
mais de um ponto de equilibrio, sendo a posicdo de equilibrio estavel pré
flambagem rodeada por pontos de sela, pontos ddleguihstavel, que definem
a fronteira do vale potencial pfiambagem. Assim se as perturbacdes
ultrapassarem a fronteira do vale flEfnbagem, a resposta pode divergir para
uma nova posicao de equilibrio ou para infinito. Esta regido segura dearasce ¢
0 aumento da carga estatica e se torna nula no ponto cHticanto,a carga
critica € apenas um limite superior da capacidade de carga da estrutura. As
imperfeicdbes diminuem a carga de flambagem e ao mesmo tempo mudam a
topologia da energia potentido sistema, diminuindo a regido segura, mudando
consequentemente seu comportamento dinamicolindar e sua estabilidade
global (Goncalvest al, 2007). O comportamento deste tipo de estrutura pode
tornarse ainda mais complexo se houver frequéncidsraia coincidentes ou
guase coincidentes, levando o sistema a uma possivel ressonancia interna (Del
Prado, 1999 e Goncalve®el Prado, 2005).

Outra motivacdo para o estudo da estabilidade estatica e dindmica de
estruturas aporticadas € a influéncia doopdamento modal em sistemas
estruturais com varios graus de liberdade, que podem influenciar de forma
significativa o comportamento e a capacidade de carga da estrutura. O
acoplamento modal ou interacdo modal acontece quando a diferenca entre as
cargas dticas associadas a diferentes modos de flambagem é muito pequena ou
nula, dando origermatravés da nao linearidadgesolucdes pésriticas acopladas,
usualmente instaveis e com comportamento muitas vezes distinto do
comportamento associads solucdes dacopladas.

Hoje é bem conhecido que dois modos de bifurcacdo estaveis podem gerar,
por interacdo, um comportamento fd#ico completamente instavel com grande
sensibilidade as imperfeicbes geométricas. Neste campo desta@spesquisas
de Koiter (1%7); Chilver (1967);Thompsore Hunt (1973); Johns (197, Cowell
e Hunt (1985), Hunet al. (1986), Gioncu1994a, 1994b)Gioncuet al. (1992);
Dubina e Ungureanu (201é4Hancock (2017)dentre outras

Outra caracteristica usual de estruturas com acwpito modal é a
existéncia de diversas simetrias (Hental, 1986). Sistemas estruturais perfeitos
apresentam certas caracteristicas de simetria, havendo uma tendéncia para que

esta simetria seja mantida ao longo do caminho fundamental de equilibrio. A
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simetria do sistema fisico leva a uma simetria dos modos classicos de bifurcacgéo,
ja que amplitudes iguais e opostas geram uma mesma configuracao deformada,
exibindo o mesmo valor de energia potencial total (Del Prado, 2001).

Uma das exigénciasio estudo doacoplamento modal € que o modelo
utilizado possua um numero de graus de liberdade que sejam capazes de descrever
gualitativa e quantitativamente o comportamento fiéiear do sistema estrutural.

Este fendmeno foi investigado por varios autores que segutas linhas de
pesquisa principais: a primeiemquédsaseada no
trabalhos de pesquisa de Hunt (1989) e Luongo (1€81exemplos deste tipea;

segunda referse a quebra de simetria no caso de instabilidade acppkitiach

por Hunt (1982 e 1986Hunt e Burgan (1985) e por Luongo e Pignataro (1992).

A interacao de dois moda@presentandbifurcacdo simétricastavelproduz uma

bifurcacdo assimétricau simétrica instavetomo resultado desta quebra de

simetria e um aunmo na sensibilidadaimperfei@es

Gioncu (1999 apresenta diversos modelgsnceituaispara explicar os
diferentes tipogle acoplamento moddlUsando estes modeloss fendmenos de
instabilidade podem ser descritos com apenas alguns paramgicEosyraus
de liberdademantendop entretantosuas caracteristicas fundamentais. Assim, o
comportamento de uma estrutucamplexa € equivalente, em esséncia, ao
comportamento de um modeloarasimples. Existem dois tipos de modelos: os
modelos fenomeddgicos,que ndo apresentam semelhanca fisica com a estrutura
(Tabela 1.1) e os modelos estruturais, que simulam o comportamento das

estruturas nos aspectos mais importantes (Tabela 1.2).
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Tabela 1.1: Modelos Fenomenoldgicos (adaptado de Gioncu, 1994a).

Autor Ano Modelo Tipo de Instabilidade
Koiter 1962 W{O Semisimétrica
'
Augusti 1964 tk Duplasimetria
_ § § Semisimétrica
Chilver 1966 ) )
Dupla-simetria
Thompson Semisimétrica
1977
e Gaspar
Semisimétrica
Gaspar 1977 ) )
Duplasimetria
Gioncu- . .
1979 % Duplasimetria
Ivan
i
Luongo- uasesimeétrica
_ J 1989 N _ _
Pignataro Assimetria oculta




Tabela 1.2: Modelos Estruturais (adaptado de Gioncu, 1994a).
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Autor Ano Modelo Tipo de Instabilidade
Croll 1975 p.e Flambagem global e
- local
Budiansk Flambagem global e
Y 1979 ] gemd
Hutchinson local
Hunti / )
o 1984 Efeito de loop
Williams
Assimetria oculta em
Hunt - )
1985 flambagem plastica
Burgan
Menkeni Flambagem local e
1989
Stallenberg lateral
Flambagem localizads
Hunt 1989 s
g 3 padrao
Raithel e Flambagem global e
19
Clemente lateral
_ Flambagem elasto
Gioncu 1992

plastica
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Na literatura encontrasee alguns outros modelos simplificados com
interacdo modal, tais como: ThompsoHunt (1984, EI Naschie (1990), Hansen
(1977), Huntet al. (1979),Silvestre e Camatn (2000),Sophianopoulos (2007) e
Tenge Hong (2006).

Dentre osmodelos fenomenolégicoslestacese 0 modelo de Augusti
(Augusti, 1964)que representa uma grande classe de problemas que apresentam
acoplamento modal, cujo estudo foi amplamente detalhad&udr e Walker
(1972), Bazante Cedolin (1991), Raftoyiannie Kounadis (2000)e Orlando
(2010), dentre outros. Este modelo apresenta duas cargas criticas iguais associadas
a dois modos de flambagem distintos. Quando considerados desacoplados, esses
modos levam a um comportamento podtico estavel (bifurcacdo simétrica
estavel). Porém, quando se considera o acoplamento entre os dois modos, as
solucdes paésriticas desacopladas tornam instaveis e surgem novas solucdes
poscriticas instaveis que passarddinir o comportamento estatico e dinamico
da estruturgara cargas inferiores a carga critica

Dentre osmodelos estruturaidestacase o modelo de Raithel Clemente
(199) queconsidera a interacéo entre a rigidez a flexado e a rigidez lateral de um
sstema de dois graus de liberdade (vide Tabela D©2nodeloapresenta duas
cargas criticas que podem coincidir dependendo do parametro de rigidez relativa.
Dependendo da rigidez relativ@odem surgr diversas solugcdes paésriticas
instaveisdevido ao aoplamento modalEntretanto os autores apresentam apenas
as cargas e modos de bifurcagdo deste modelo e comentam sobre a possivel
interacdo modal.

Embora existam muitos trabalhos publicados sobre acoplamento modal, a
grande maioria das investigacdes edtdithda a andlise destas estruturas sob
cargas estaticas. A analise da instabilidade dinamica, apesar de sua grande
importancia para engenharia estrutural, tem recebido pouca aten¢éo na literatura.

No ambito da dinamica nalinear de sistemas com interacéwdal e
sujeitos a bifurcacdes instavetgstacase o trabalho recente de Orlando (2010),
gue, usando as ferramentas da dindmica nao linear, estudou a instabilidade estéatica
e dindmica do modelo de Augusti (1964) e do modelo proposto por Thompson e
Gaspa (1977) para uma torre estaiafeer Tabela 1.2). Em particular foi
estudada, com base na evolucao de bacias de atsagiitacdo daegido segura

da solucdo fundamental delimitada pelasiedades instaveos pontos de sela
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das solugfes péagiticas Porém, muitas vezes, a identificacdo desta regido segura
nao é trivial, particularmente quando se tem a presenca de imperfeicbes
geomeétricas e perturbacdes dinamicas (Orlando, 2@@ando et al.(2011,

2013a, 2013b) mostraram como o0 acoplamento modale pinfluenciar o
comportamento destes modelos sob cargasmoas, a multiplicidade dos modos

nao lineares de vibrac&o, que pode ser maior que o numero de graus de liberdade,

e as possiveis ressonancias internas.

1.1.
Objetivo

Este trabalho se insema linha de pesquisa de Instabilidade e Dinamiea d
Estruturas do Departamento de Engenharia Gvilkmbiental da PUCRIo.
Encontrarsse na literatura poucas referéncias sobre interacdo modatrdeuras
aporticadas eshials. Com o objetivo de estudar a inté@entre a flambagem por
flexdo e a flambagem lateral desta classe de estrutupassente trabalho analisa
de forma detalhada, usando as ferramentas da teoria da estabilidade de estruturas e
da dinamica néo lineag modelo simplificadgroposto por R#nel e Clemene
(1994) sob cargas estaticas e dinami¢agtendese, comisto, fornecer uma
contribuicdoadicional ao entendimento dastabilidadeestatica edinamica de
sistemas estruturais sujeitos ao fenbmeno de acoplamento maedal.
comportamento dimaico ndolinear deestruturagom interacdo modal ainda néao
esta totalmente entendido e novos fenbmenos estdo ainda sendo ou por serem
descobertos. Recentemente, devido aos avangos teéricos e numéricos na area de
dindmica nadinear,tornouse possiveésudar estes fenbmenos nifigeares com

uma maior profundidade.

1.2.
Organizacéao do Trabalho

O presente trabalho constise de sete capitd, incluindo este de
introducdo, onde sdo apresentados conceitos basicos, revisdo bibliografica e
objetivos da dissertda

No capitulo 2, apresent® a formlacdo matematica utilizada para

descrever o comportamento dinamico néieear do modelo de Raithel e
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Clemente Sao apresentadas as formulagdes para a analise estatica e dinamica,
considerando a influéncia da rigidedativa das molas e o efeito de imperfeicdes
geomeétricas.

O capitulo 3 mostra uma andlise mingeioda estabilidade estatica do
modelo em estudo, com énfase na influéncia do acoplamento modal e das
imperfeicbes nos caminhos de equilibrio pré egi@igos em sua estabilidade e
na topologia da superficie de energia potencial, que governa o comportamento
dindmico da estrutura.

No capitulo 4, apresent®® 0 compdamento dindmico do modelo em
vibracéo livre. Inicialmente sdo determinadas as frequénciagisgae 0s modos
lineares de vibracdo. deqguir, estudae, usandse o principio da conservacao da
energia, a influéncia dacoplamento modal na regido segura-@ftca
Finalmente, € identificaca a relacdo frequénciamplitude, informago
fundamenthpara a compreensao da dinamica sob vibracéo forcada.

No capitulo 5, apresentee 0 compodmento dinamico e instabilidade
paramétrica do modelo sob um carregamento axial harmonico (vibracéo forcada)
A influéncia do acoplamento modal é estudada através frdedeiras de
estabilidade, das bifurca¢cbes associadas a estas froetdaasolucao dabacias
de atracdo.

No capitulo 6, apresentde o compoemento dindmico do modelo sob
vibragdo forgcada, geragsr umaexcitagdo de basélovamente anfluéncia do
acoplamento modal é estudada através fdasteiras de estabilidade das
bifurcacdes associadas a estas fronteiras

Finalmente, no Capitulo 7, sdo ammemdas as conclusbes, bem como

algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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Formulac&o do Problema

2.1.
Modelo de Raithel e Clemente

Neste capitulo é apresentada uma analise detalhada do modelo conceitual
apresentado por Raithel e Clemente em 1994 (Raithel e Clemente, 1994). Esse
sistema estrutural discreto é formado por duas barras rigidas de centpriif2
cada, conectadas entre si por uma mola de rigidez rotacional com rigidez

constante, K, . Esta estrutura € rotulada na extremidade inferior e apoiada

lateralmente na extremidade superior por uma mola traoskcde rigidez

constante,K, . A Figura 2.1 apresenta o modelo estudado e as variaveis que o

caracterizam.
P
K 5
O o)
TVVVA— ——_2
&) ‘
12 !
QDK
/2
(W
(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado

Figura 2.1: Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Na Figura 2.1,P € a carga axial na extremidade superior do conjunts,

o deslocamento vertical do topo da estrutwa,o deslocamento horizontal do
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topo da coluna &, e g, séo as rotagoes das barras, sendo estas as coordenadas

generalizadas que representam os dois graus de liberdade do sistema.

(a) Configuracéo inicial indeformada (b) Configuracéo final deformada

Figura 2.2: Modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica.

Considerand@e a existéncia de imperfeicbes geométricas iniciais na

formulacdo do problema, tese que a configuracdo inicial indeformada d

sistema passa a ser definida pelos angglos g,,, como mostra a Figura 2.2(a).

A configuracao final deformada é apresentada na Figura 2.2(b).

A partir das Figuras 2.1 e 2.2, peske escrever que:
g, =(q,- @) - Qs - Gi) (2.1)
onde o angulal. representa a deformacéo da muolacimal.

Observando a Figura 2.Zemse que a deformacdo da mola no topo da

coluna é dada por:

|
o, = (senp, +ser, ) - (serty, +Seny)] (2.2)
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2.1.1.
Energia Cinética

A energia cinética é obtida pelo somatério das energias cinéticas das duas

barras rigidas. As barras tém massa ypudade de volumer e area da secao

transversalA.

Figura 2.3: Modelo para obteng&o da energia cinética. Modelo de Raithel e Clemente
perfeito.

Considerando em cada barra um elemento infinitesimal de coego ds,
como representado na Figura 2.3 e tendo como referéncia a posi¢ao inicial da

estrutura perfeita, terse que a energia cinética total pode ser escrita na forma:

/2 1/2
T= r”éfA(#f +¢¢%)ds+ ﬁ%rA(#f +$)ds 2.3)

onde # e ¥ sdo as componentes de velocidade referentes, respectivamente, aos
deslocamentos; e y, de cada elemento infinitesimal de maggals.

Da Figura 2.3, terse que:
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X, = ssery, (2.4a)
X, = Iiserq1 +sseny, (2.4b)
y, = SC0gy, (2.4¢)
Y, = IEcosq1 +SC0yy, (2.4d)

Por fim, derivando as expressodes (2.4) com relacdo ao tempo e substituindo

essas componentes de velocidade na expresséo (2.3);swb#Energia cinética

em termos dos graus de liberdagee g,, a saber:

_ 1 oA ’ ’
T == rAP (3, cosy, cosy, + i semysery, + (@)* + 4)°) (2.5)

2.1.2.
Energia Potencial Total

A energia potencial total € dada pela soma da parcela da energia interna de
deformacéo @ potencial gravitacional das cargas externas.

Considerando a coluna imperfeita, temn que a parcela da energia interna
de deformacaad) , e a parcela do potencial gravitacional das cargas ext&fnas,

sdo dadogor:

1 1
U =EK,012+§Kta’tz (2.6a)

V =PD (2.6b)

A variavel D representa o deslocamento vertical da carga na estrutura

imperfeita e pode ser calculado como a diferenca entre o deslocamento vertical,
D,, devido a imperfeicdo geométrica e o deslocamento vertical total medido em
relacdo a configuracdo indeformada da coluna perfeita (posicdo de referéncia),

D,,isto é,D =D, - D, . Estas parcelas sao dadas por:
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D, = %(cosql +cos,) (2.72)

|
D, = E(Cos%o +C0%7,,) (2.7b)

Utilizando as expressbes (2.6), (2.1), (2.2) e (2.7), a energia interna de
deformacgédoU, e o potencial gravitacional das cargas exterWassao ddos

por:

U =%Kr[(qz -4 (G- G0l

N

1 sl o2 (2.8a)
+§ Kt}i[(se"?l + Serqz)' (Serqlo + Serqzo)]g

|
V =P [(cosg, +cosyy,)- (cosg, +cosz, ) (2.8b)

Assim, a energia potencial total do sistema imperfeito pode ser escrita em

termos dos graus de liberdagee g, como:

1
O=uU-V :EKr[(% - C/l)' ( 20 ~ qu)]Z
1, 8l 0’
2k P+ som)- (s s, ) 29)

I
- PE[(COS% + cosqzo) - (00371 +C0, )]

Admite-se, ainda, que a rigidez da mola rotacional pode ser escrita em

funcao da rigidez da mola translacional, de forma que:
K, =aK,I? (2.10)

onde a variavek representa o fator de proporcionalidadeesas rigidezes. Para
simplificar a formulacdo, admiee que a carga axiap,, é funcdo de um fator de

carga/ , da forma:
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P=/K| (2.11)

Desta forma, a energia potencial total do sistemarf@ip@ pode ser escrita

em uma forma adimensional, em funcéo dos paramatres , como:

L1
O= Ea[(‘h - )~ (G- o)’
161y, . : 0
+5|15[(smql +sing,) - (seng,, + semzo)]g (2.12)

1
-/ E[(Cos%o + COS'—720) - (00371 + C0372)]

ondea =K, /K,|? e/ =P/K|I.

2.1.3.
Amortecimento

Para a analise dastema dindmico é necessaria a escolha de um modelo de
amortecimento com a finalidade de entender como a energia mecéanica € dissipada
e sua relacdo com a velocidade e a amplitude de vibracdo. Dentre os modelos
ideais, terrse 0 chamado amortecimento vises@mnde a forca de amortecimento é
proporcional a velocidade do sistema.

A Figura 2.4 apresenta o sistema de amortecimento utilizado, formado por
dois amortecedores discretos.

G ! 0
M= | - -
| L i
/2 ()
05
QN 12
®)iTe -
4 0
/2 0,
12
(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado

Figura 2.4: Sistema de Amortecimento. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
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Para se considerar o amortecimento, adicemao funcional de energia a

funcao de dissipacéo de Rayleigh:
E =%cﬁ +%cﬁ2 (2.13)

onde # e & sdo as coponentes de velocidade referentes aos deslocamérgos

d dos amortecedores.

Da Figura 2.4, tem que:

f=q,-q, (2.14a)

= IE(serty1 +sery,) (2.14Db)

Por fim, derivando (2.14) em relacdo aanpg® e substituindo estas
componentes de velocidades na expresséao (2.13), @eténiuncao de dissipacao

de Rayleigh em termos dos graus de liberdgde g, :

2

1 1_al I 0
E=_C(d- 4)’ +50233cﬁcosc/1+5nﬁcosz2§ (2.15)

onde C, sdo os coeficientes de amortecimento, que podem ser expressos em
termos dos fatores de amortecimentp, e das frequéncias naturais do modelo,

w; (Chopra, 2007), de acordo com as seguintes relagdes:

2wx = G 2.16
A Arl® (2.163)
_c,l?

wx = (2.16b)
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2.1.4.
Funcéo de Lagrange

Com base nas expressfes da energia cinética (2.5), da energia potencial total
(2.8) e do amortecimento (2.15), tem que a funcdo de Lagrange do modelo

discreto,L=T +E- P, é dada por:

L = rA(adidk cosy, cosg, + sidhsermserm, + (6)* + 4(d)?)

2

1 1_al | Q
+§C1(‘£ : Cﬁ)z +EC2%CﬁCOQ71 +_Cﬁ €0%7,0
(;2 2 -
1
- EKr[(qz - CI1)' (‘720 - %0)]2 (2-17)
1 2

él 0]
- E Kt\lla[(seml +sem,) - (seny, + Semzo)]9

I
+ PE[(COS%O + COS%O) - (COSZ71 + COSQ2)]

onde g, sdo as coordenadas generalizadzﬁs,as velocidades generalizadas,

uL/ug = g as forgas generalizadasula/uc}’iE = p, as quatidades de movimento
generalizadas.

Cabe aqui lembrar que as imperfeicées ndo influenciam a energia cinética
nem a funcéo de dissipacdo de Rayleigh, ja que as derivadas dos termos contendo

a imperfeicdo com relacdo ao tempo sao nulas.

2.1.5.
Equagdes de Movimento

As equacdes de movimento sao obtidas usando o principio de Hamilton. As
equacoes diferenciais de Eul&agrange, em termos de um conjunto de

coordenadas generalizadas séo dadas por:

d M w@  KP) L KWE) _,
dt ug¢ po, Mg pef

(2.18)
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Com base rmexpressdes (2.17) e (2.18), obt&emas seguintes equagdes de

movimento em termos das coordenadas generalizadag,

a1
rAlgf 1 1 8
éaehﬂs(éi)zsemlcowz - 1—6(6?2)200871%% 0

1 1 Q
&+ Eﬁgsemlsenk + Eﬂfcwlcoszz 0
o)

- C(d - &) +02;(cﬁcosqf +d, cosy, cogy,) (2.19a)

K,I?
;r (Cosqlserql + COS?lserqz) + Kr (ql - qz)

+

P
- Elserzy1 =0

al 1 1 )
& i + = ffisenyseny, + = Hficogy,cox, 0
pph 16 16 5
x
x

1 1 0]
e 1_6(67&)256']71(:0872 +E(£ﬁ)ZC0%59f%)g

|2
+C,(d, - &) +C, Z(eﬁcosql cosy, + 4, cogy,’) (2.19b)
2

K.
+ ;r (C09723€rl71 + COEI/ZSGIUZ) + Kr (' a, + CI2)

P
- Elserty2 =0

onde se observam namdaridades geométricas e inerciais. Realizando uma

mudanca da variavel tempo, de forma que:

f=ut (2.20)

e adotandee o parametro de frequéncia:

_KJ?
Arl®

(2.21)

podese, utilizando as equacgdes (2.10), (2.11), (2.(8R0) e (2.21), obter as

equacdes de movimento adimensionais, a saber:



1d a 1 d?g, 1 d? d7g,
— serng.se
6dr? 16 dr2 oS e

+ = aed&o seny,cogy, - —aed&o cogyseny,
16(5: dr = 16(; dt

adg, dg, 6. . &dg dg,
3 - - S +2xae—cosq + cowy, cosq
‘cdr  dt 0 ¢ dr Yoodt ! 2:

—-€037,C09y,

1
"2 (cogpsery, +cogsem, ) +al(q, - q,)

- %/seny1 =

1 d2c122 L1 dz‘zl semgseny, + — 1 d’g, L cogy,cogy,
24 dr* 16 dt 16 dt?

- 1_16?(%0 seny,cosy, +Eg%%o cogyseny,

1
+7, (cogp,sery, + cog,sem,) +a(- g, +q,)

1
- E/seny2 =0
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(2.22a)

(2.22b)
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Analise Estatica

A andlise estatica, apresentada a seguir, mostra a influéncia das diferentes
variaveis que governam o comportamento do modelo, com énfase na influéncia da

rigidez relativa das molas e nos efeitos das imperfeicbes geométricas iniciais.

3.1.
Modelo de Raithel e Clemente Perfeito

Partindo da equacdo (2.12) e assumindo qye=g,, =0,temse para

energia potencial total do modelo perfeito:

~ 1 1
O=Za(g,- g)*+= 8(sen71+sen72)H ?500971 00372 (3.1)

l\)

De acordo com dPrincipio da Energia Potencial Egtanaria,a energia

potencial do sistemasempre um extremem um estado de equilibrio, ou seja
_:Oqi =12 (32)

ondeP =U +V é a energia potencial totalee =g, .
Assim, derivando (3.1) em fungéo das coordenadas generalizadag,,

temse o sistema de eggdes nao lineares de equilibrio:

lel 2 1
- a(qz - ql) +E$§(Sem1 + Serz)HCOS% -/ Eserql =0 (3.32)

lel 2 1
ag,- q,) +§g§(sert71 + serqz)Hcosq2 -/ Eserq2 =0 (3.3b)
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O sistema homogéneo (3.3) admite sempre a solugéo trivial:
g, =g, =0, para todo/ , (3.4)

gue corresponde a posicao iniaa equilibrio cuja estabilidade se deseja analisar

(caminho fundamental de equilibrio).
A partir das equacdes de equilibrio linearizadeanf, =g, e cosg, =1) e
resolvendo o problema de autovalor resultante-demue as duascargasde

bifurcacacsaodadas par

/,=10, P, =k| (3.5)
/,=4a, P, =4k /I (3.5b)

A Figura 3.1 mostra a variacdo das duas cargas em funcéo do fator de

proporcionalidade entre as rigidezas,

1,2 — /
1

0.8 —

< 0,6 4

Acr,
Acr,

0 \ * 1 ' |

o

Figura 3.1: Variacdo das cargas de bifurcacdo. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Verifica-se que para, =1/4 as duas cargas criticas coincidem e, portanto,
pode ocorrer interacdo modal( =1,0). Paraa <a,, /., =4a, ou seja, a carga
critica cresce linearmente coe até atingir o valor unitario. Para >a,_,

/, =10.
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A Figura 3.2 apresenta as formas dos modoscaesitiautovetores) em
fungdo de a,. Para a<a,, obtémse o autovetory,=[g, - g, ou
sejag, = - g,. Neste caso a estrutura apresenta um modo critico tipico de flexao,
sem deslocamento no topo,denapenas a mola rotacional sofre deformacgéao. Para
a>a,, obtémse o autovetow, :[ql, ql]T, ou seja,g, = ¢q,. Neste caso a mola
rotacional ndo se deforma e a estrutura apresenta uma flambagem lateral como um
anico corpo rigido. Lembrando qua = Kr/KtIZ, temse que, para, =1/4,
K, =K,?/4. QuandoK, ultrapassa este valor, a flambagem lateral ocorre antes
da flambagem por flexdo. Paga= a, ha uma singularidade e qualquer autovetor

€ solucéo do problema de autovalor.

0.8 -
0,6 — 0.6 —
0.4 —

0.4 —

02 | 024 O

0 02 0.4 0.6 0.8 1
0

@a<a, ¥ v=[g, -q wya>a, Y v,=[g, qf

Figura 3.2: Formas dos modos criticos. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Substituindese a forma do modo critico nas equacgdes diferenciais nédo
lineares de equilibrio, obserga que as equacdes sdo desacopladas, resultando

nas seguintes equacdes ndo lineares associadas as cargas criticas:

a<a,,q,=-q,Y 4a g- /semq, =0, / =4a ¢g/seny, (3.6a)

a>a,,q=q,Y coxg,-/=0 [/ =cog (3.6b)

gue descrevem 0s caminhos {goicos do sistema desacoplado.
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A equacgédo (3.6a) corresme a umexemplo classico de uma bifurcacéo
simétrica estave(Figura 3.3(a)) enquanto a equacao (3.6b) corresponde a um
exemplo classico de uma bifurcacdo simétimstavel (Figura 3.3(b)) como
mostram Crolle Walker (1972); Thompsoe Hunt (1973) e Baante Cedolin
(1991).

2 - 2 -
1,5 1,5
A o1- " Ao 1-
0.5 05 P
O T | T ‘ T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘ T | O \", T | T ‘ T T | T ‘ T “‘\ |
2 415 -1 050 05 1 1,5 2 2 15 -1-050 05 1 15 2
e1 el
@a<a,Y / =4a glsem, (bya>a,Y / =cog,

Figura 3.3: Formas dos modos criticos, para a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente
perfeito. / =10.

Entretanto dém das duasolucdes natinearesdes@opladagnostradas em
(3.6), o sistema nédo linegB.3) apresenta, para valores de<a,, quatro
caminhosde equlibrio adicionaisacoplados § , 0 e g, , 0). Para valores de

a? a,,osistema (3.3) ndo apresenta as solu¢des acopladas.

3.1.1.
Estabilidade das Posi¢cdes de Equilibrio

Para verificar se uaposicao de equiliio é estavel ou instavél necessario
avaliar a segunda variagcdo da enengmencial, proveniente da expansaita
equacao (A2) emseries de Taylor até o termo de segunda ordearesulta na

seguinte forma quadratica
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TG
F(P)=8 o6 —

4]
d:]jg (3.7)
i g HAMd; 0

A estabilidadede um ponto critico € determinada pelos autovalores da

matriz Hessiana,H, formada pelas derivadgsarciais segundas em relacdo as
coordenadas generalizada. Caso a forma quadratica seja positoefinida
(autovalores psitivos), o equilibrio é estavelcaso contrario, o estado de
equilibrioé instavel.

Os autovaloresd ) da matriz Hessiana s&o obtidos do sistema homogéneo:
de{H - g¢]=0 (3.8)

onde | é a matriz identidde de mesma ordem que a matriz Hessiana.
No Apéndice Aapresentarse 0s autovalores oriundos da expressédo (3.8)
paraa =010, a =015, a =0,20, a =0,25e a =0,30.

3.1.2.
Caminhos N&o Lineares de Equilibrio
As Figuras 3.4, 3.6, 3.8, 3.10 e 3.12 mostram a solugdo fundamental
(g, =g, =0) e os caminhos néo lineares de equilibrio para0,10, a = 0,15,
a =0,20, a =0,25 e a =0,30, respectivamentdJma melhor compreensao das

diversas solucdes € dada pdiigures 3.5, 3.7, 3.9, 3.11 €3.13, que mostna 0S
caminhos posriticos progtados em trés planos ortogonais.

Verifica-se que, em todos os casossaminhofundamental de equilibrié
estavel até a carga critica estati¢g J e que ha a presencga de dmsninhos pés
criticos um caminhoascendente efn vermelhp a - 45 associado com o
autovalor/, =4a e umcaminho descendenter(l azu) a +45 associado com o
autovalor/, =10, correspondentes as solucdes dedadas nos modos de

vibracéo (expressoes (3.6)).
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Figura 3.4: Caminhos pos-criticos, a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
/., =04.

(a) Plano guix/ (b) Plano gex/ (c) Plano gixqe

Figura 3.5: Projecdes dos caminhos pés-criticos, a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente
perfeito. /_, =0,4.

Para valores de , Observase queexistemquatrocaminhosinstaveis

complementares, referentes as solucdes acoplatdsc@es de(3.3)): dois
caminhos secundarios descendentes instaveis (em pret@ntgrgem de uma
bifurcagdo secundaria ao longo do camindgcendentepdscritico; e dois
caminhos secundarios adicionais ascendentes (em verde) que também emergem
do caminho ascendente pddtico. Estes quatro caminhos sdo paralelos ao
caminho desacoplado descendente (em azuljnedlida que aumenta as

solucBes acopladas em preto se aproximam do caminho fundamental e-fendem

com o caminho desacoplado em azul quando , como pode ser visto na

Figura 3.14 Verifica-se que todos os caminhos fd#iicos séo instaveis, exceto o

caminho po<ritico em vermelho que se torna estavel apos cruzar os caminhos

























































































































































































































































