
 

 
Juliana de Matos Ponte Raimundo 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Dissertação de Mestrado 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rio de Janeiro 

Janeiro de 2018

Orientador: Prof. Paulo Batista Gonçalves 
     Co-Orientador: Prof. Diego Orlando 

 

 

 

 

 

 

 

Professor Orientador  

Professor MSc. Ricardo Grecchi Pacheco 

 

Influência da interação não-linear entre flexão e 
deslocamento lateral na instabilidade estática e 

dinâmica de um modelo conceitual de coluna 
 

Dissertação apresentada ao Programa de Pós- 
Graduação em Engenharia Civil da PUC-Rio 
como requisito parcial para obtenção do grau 
de Mestre em Engenharia Civil. 

 



 

 
Juliana de Matos Ponte Raimundo 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Prof. Paulo Batista Gonçalves 

Orientador 
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental ï PUC-Rio 

 
 
 

Prof. Diego Orlando 

Co-Orientador 
Universidade do Estado do Rio de Janeiro 

 
 
  

Prof. Daniel Carlos Taissum Cardoso 

Departamento de Engenharia Civil e Ambiental ï PUC-Rio 
 
 
 

Prof. Frederico Martins Alves da Silva 

Universidade Federal de Goiás  
 
 
 

Prof. Márcio da Silveira Carvalho 

Coordenador Setorial do 
 Centro Técnico Científico ï PUC-Rio 

 
 

Rio de Janeiro, 26 de janeiro de 2018.

Influência da interação não-linear entre 
flexão e deslocamento lateral na 

instabilidade estática e dinâmica de um 
modelo conceitual de coluna 

 

Dissertação apresentada como requisito parcial para 
obtenção do grau de Mestre pelo Programa de    
Pós-Graduação em Engenharia Civil da PUC-Rio. 
Aprovada pela Comissão Examinadora abaixo 
assinada. 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Juliana de Matos Ponte Raimundo 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Ficha Catalográfica 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
CDD: 624

Todos os direitos reservados. É proibida a reprodução total 

ou parcial do trabalho sem autorização da universidade, do 

autor e do orientador. 

 

Graduou-se em Engenharia Civil pela Universidade 
Católica de Petrópolis (UCP), em fevereiro de 2016. 

Ingressou no mestrado em Engenharia Civil da PUC-

Rio em março de 2016, atuando na área de 

Instabilidade e Dinâmica das Estruturas.  

 

Raimundo, Juliana de Matos Ponte 
Influência da interação não-linear entre flexão e 

deslocamento lateral na instabilidade estática e 
dinâmica de um modelo conceitual de coluna / 
Juliana de Matos Ponte Raimundo; orientador: 
Paulo Batista Gonçalves ; co-orientador: Diego 
Orlando. ï 2018. 

143 f. : il. color.; 30 cm 
 
Dissertação (Mestrado)ïPontifícia Universidade 

Católica do Rio de Janeiro, Departamento de 
Engenharia Civil e Ambiental, Rio de Janeiro, 2018.               

Inclui bibliografia 
 
1. Engenharia civil ï Teses. 2. Instabilidade 

estática. 3. Instabilidade dinâmica. 4. Interação 
modal. 5. Dinâmica não-linear. I. Gonçalves, Paulo 
Batista. II. Orlando, Diego. IV. Pontifícia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro. 
Departamento de Engenharia Civil. V. Título. 

 



Agradecimentos 

 

 

Ao professor Paulo Batista Gonçalves, que soube transmitir cada passo da 

orientação com dedicação. E acima de tudo, pela amizade e paciência durante 

todas as etapas da realização deste trabalho. 

Ao meu coorientador, professor Diego Orlando, pelo auxílio constante na 

realização deste trabalho e pelo esclarecimento de tantas dúvidas que ajudaram no 

desenvolvimento desta dissertação. 

Aos professores do Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da PUC-Rio 

pelos ensinamentos transmitidos.  

Aos professores que participaram da Comissão examinadora. 

Aos meus amados pais, Luciana e José Francisco, por sempre estarem ao meu 

lado em todos os momentos da minha vida, me dando incentivo, consolo, 

conselhos, carinho e muito amor. 

Às minhas queridas irmãs, Mariana e Daiana, que sempre me apoiaram e 

incentivaram. 

À minha querida amiga Paula Helene que me recebeu tão carinhosamente na 

PUC-Rio e por ter me acolhido em sua casa e ainda por todos os cafés 

acompanhados de conversas enriquecedoras. 

A Capes e ao CNPq pelo apoio financeiro, sem os quais este trabalho não poderia 

ser realizado. 

 
 
 
 
 



Resumo 

Raimundo, Juliana de Matos Ponte; Gonçalves, Paulo Batista; Orlando, 

Diego. Influência da interação não-linear entre flexão e deslocamento 

lateral na instabilidade estática e dinâmica de um modelo conceitual de 

coluna. Rio de Janeiro, 2018. 143p. Dissertação de Mestrado - 

Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontifícia Universidade 

Católica do Rio de Janeiro. 

A estabilidade das colunas de um pórtico plano depende da importância 

relativa da rigidez à flexão e rigidez lateral de cada coluna e elementos adjacentes. 

Um exemplo típico é a maior capacidade de carga de pórticos planos com 

restrição lateral em comparação com pórticos semelhantes, sem restrição lateral. 

Também esta restrição tem uma influência importante na resposta pós-crítica e na 

sensibilidade à imperfeição da estrutura. A carga de flambagem pode ser 

dominada pela rigidez à flexão da coluna ou pela rigidez das restrições laterais. 

Dependendo dos valores relativos desses parâmetros, pode ocorrer interação 

modal. Nesse caso, podem surgir vários caminhos pós-críticos, acoplados e 

desacoplados, levando a uma topologia complexa da energia potencial total com 

vários pontos críticos (máximos, mínimos e selas). Os caminhos pós-críticos 

instáveis influenciam na sua capacidade de carga e na sensibilidade da estrutura a 

imperfeições. Isso leva a um complexo comportamento dinâmico não linear da 

estrutura carregada axialmente. No presente trabalho, um modelo conceitual de 

dois graus de liberdade de um elemento de pórtico plano sob compressão é 

estudado. Uma análise detalhada é realizada a fim de estudar como a rigidez 

lateral influencia: os comportamentos pré- e pós-crítico, a instabilidade 

paramétrica do modelo sob uma excitação harmônica axial e o comportamento 

ressonante do sistema estrutural carregado axialmente sob uma excitação de base; 

contribuindo para uma melhor compreensão da resposta não linear desta classe de 

estruturas. A análise das bifurcações mostra que a estrutura pode exibir várias 

soluções estáveis e instáveis coexistentes, levando a bacias de atração 

entrelaçadas, cuja topologia controla a integridade dinâmica da estrutura em um 

ambiente dinâmico. Para estudar o comportamento não linear do modelo, foram 

utilizadas várias estratégias numéricas para obter os caminhos de equilíbrio não 

lineares, pontos fixos estáveis e instáveis, diagramas de bifurcação e bacias de 

atração.



Palavras-chave 

Instabilidade estática; instabilidade dinâmica; interação modal; dinâmica 

não-linear. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract  

Raimundo, Juliana de Matos Ponte; Gonçalves, Paulo Batista (Advisor); 

Orlando, Diego (Co-advisor). Influence of the nonlinear flexural and 

sway interaction on the static and dynamic instability of a conceptual 

model of column. Rio de Janeiro, 2018. 143p. Dissertação de Mestrado - 

Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontifícia Universidade 

Católica do Rio de Janeiro. 

The stability of columns in a portal frame depends on the relative 

importance of the flexural and lateral stiffness of the column and connected 

elements. A typical example is the higher load capacity of non-sway frames as 

compared with that of similar frames with no lateral restrain. Also this restrain has 

an important influence on the post-critical response and imperfection sensitivity of 

the structure. The buckling load may be either dominated by the flexural stiffness 

of the columns or by the stiffness of the lateral restrains. Depending on the 

relative values of these parameters, interactive buckling may occur. In such case, 

several coupled and uncoupled post-buckling paths may arise, leading to a 

complex topology of the energy landscape with several critical points (maxima, 

minima and saddles). The resulting unstable post-buckling paths influence the 

structureôs imperfection sensitivity and load carrying capacity of the structure. 

This leads to an involved nonlinear dynamic behaviour of the axially loaded 

structure. In the present work, a conceptual two-degree-of-freedom model of a 

plane-frame column is studied. A detailed analysis is conducted to study how the 

lateral stiffness influences the static buckling and post-buckling behavior, the 

parametric instability of the model under under axial harmonic excitation and the 

resonant behavior of the axially loaded structural system under base excitation, 

contributing to a better understanding of the nonlinear response of this class of 

structures. The bifurcation analysis shows that the structure may display several 

coexisting stable and unstable solutions, leading to intertwining basins of 

attraction, whose topology controls the dynamic integrity of the structure in a 

dynamic environment. To study the non-linear behavior of the model, several 

numerical strategies were used to obtain the nonlinear equilibrium paths, stable 

and unstable fixed points, bifurcation diagrams and basins of attraction.



Keywords  

Static instability; dynamic instability; modal interaction; nonlinear 

dynamics. 
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T, parcela de energia cinética; 

u, coordenada auxiliar, para desacoplar os modelos; 

ub, amplitude da excitação harmônica de base; 

ub(t), parcela da excitação harmônica de base na direção x; 

U, parcela da energia interna de deformação; 

Ub, lUu bb =  

v, coordenada auxiliar, para desacoplar os modelos; 

V, parcela da energia potencial total; 

yi, deslocamentos dos elementos infinitesimais, em cada segmento da coluna; 

xi, deslocamentos dos elementos infinitesimais, em cada segmento da coluna; 

a, relação entre as constantes de rigidez; 

acr, valor da relação entre as constantes de rigidez para o qual as cargas de 

bifurcação do modelo coincidem; 

b wb W=  

d, deformação do amortecedor translacional; 

dr, deformação da mola torsional; 

dt, deslocamento linear da mola translacional; 

D, deslocamento vertical total do topo da coluna medido em relação à 

configuração indeformada da coluna perfeita; 

Df, deslocamento vertical da carga na coluna imperfeita; 

D0, deslocamento vertical do topo da coluna devido à imperfeição geométrica; 

lcr, carga crítica; 

l, fator de carga; 

wi, frequências naturais dos modelos; 

W, frequência da excitação harmônica axial ou de base; 



qi0, inclinação da coluna (modelo com imperfeição geométrica); 

qi, rotações impostas nas molas, graus de liberdade do Modelo de 

Raithel e Clemente; 

qDi, deslocamentos dinâmicos, deformações devidas ao movimento; 

qesti, rotações estáticas; 

qTi, rotações totais; 

qSi, deformações das molas sob carregamento estático; 

t, t=wt; 

xi, taxas de amortecimento; 

r, peso específico da coluna; 

P, energia potencial total; 

f, deformação do amortecedor rotacional 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 
Introdução 

A crescente demanda por grandes espaços utilizáveis nos centros comerciais 

tem impulsionado a verticalização das edificações. Para viabilizar a construção de 

edifícios de múltiplos andares econômicos buscam-se sistemas estruturais mais 

leves e, consequentemente, a elementos estruturais mais esbeltos. No entanto, o 

aumento da esbeltez desses elementos estruturais pode ocasionar a perda de 

estabilidade antes de se atingir a capacidade de carga da seção. Além disso, 

sistemas estruturais esbeltos são mais suscetíveis a problemas de vibração e 

sofrem uma maior influência da não linearidade geométrica no seu 

comportamento estático e dinâmico. Assim, para um projeto seguro de uma 

estrutura esbelta, faz-se necessária a utilização do critério de estabilidade 

combinado a uma análise não linear precisa do seu comportamento pós-crítico. 

Para isto, é necessário um profundo conhecimento do comportamento 

estrutural. Por exemplo, em estruturas reticuladas com elementos estruturais 

esbeltos sujeitos a compressão, tem-se que o comportamento destes elementos não 

depende somente de suas próprias características como comprimento e rigidez, 

mas também da interação com o resto da estrutura, ou seja, de suas condições de 

contorno. Assim o fato das conexões serem rígidas, semirrígidas ou flexíveis e se 

o movimento lateral relativo das extremidades da coluna está ou não impedido, 

tem importância fundamental na carga crítica e no comportamento pós-crítico da 

estrutura, quando os efeitos de segunda ordem tornam-se importantes.  

O estudo da estabilidade e das vibrações de estruturas na pré e pós-

flambagem é um tópico importante na análise e no dimensionamento de colunas e 

pórticos esbeltos, e vem sendo tema de pesquisas, entre as quais podem ser citadas 

aquelas realizadas por Trahair (1993); King (1995); Sophianopoulos (2003); 

Machado e Cortinez (2007); Au e Yan (2008) e Xu e Wu (2008), Galvão (2004) e 

Galvão et al. (2005, 2010, 2013) dentre outros. 

Existem diversas maneiras de considerar a rigidez dos membros conectados 

às extremidades de uma coluna. O método mais utilizado em normas de projeto de 
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coluna de aço ainda é o conceito de comprimento efetivo. Este conceito foi 

introduzido no AISC ï American Institute of Steel Construction - em 1963 

(ASCE, 1997), para verificação da estabilidade de uma barra com restrições 

elásticas à rotação nas suas extremidades. Este método utiliza a mesma equação 

de equilíbrio crítico que a coluna ideal de Euler (apud Gautschi, 2008), com as 

condições de contorno específicas aplicadas, levando à seguinte expressão para a 

carga crítica:  

( )2
2

KL

EI
Pcr

p
=  (1.1) 

onde EI é a rigidez à flexão, L é o comprimento da coluna e K é o fator de 

comprimento de flambagem efetivo, dependente das condições de contorno da 

coluna.  

No método do comprimento efetivo de coluna não se considera os efeitos de 

segunda ordem e o fator de comprimento de flambagem efetivo é baseado na 

rigidez dos membros adjacentes. Dependendo desta rigidez a estrutura pode ser 

classificada como: indeslocável (Figura 1.1(a)) ou deslocável (Figura 1.1(b)). 

Vários estudos recentes abordam a consideração da rigidez dos membros 

adjacentes na estabilidade da coluna, dentre eles Hellesland (1998), Mageirou e 

Gantes (2006), Iwicki (2010), Hellesland (2012), Webber et al. (2015), Zhuang 

(2013) e Kala (2012). 

 

  

(a) Estrutura indeslocável (b) Estrutura deslocável 

Figura 1.1: Método do comprimento efetivo de coluna (Canadian Institute of Steel 
Construction, acesso em 22 dez. 2017). 
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As estruturas deslocáveis são, em geral, não contraventadas, enquanto as 

estruturas indeslocáveis, em que o deslocamento lateral é efetivamente impedido, 

são, usualmente, contraventadas. A partir de alguns exemplos simples, pode-se 

avaliar a influência das restrições ao deslocamento lateral na carga crítica de uma 

coluna. Como referência é utilizada a expressão da carga crítica de Euler, em que 

considera-se a carga crítica de flambagem de uma coluna bi-apoiada de 

comprimento L, submetida à uma carga axial P, como obtida por Leonhard Euler 

(1707-1783) através da seguinte expressão:  

 

2

2

L

EI
PE

p
=  (1.2) 

 

Então, para o caso de uma coluna simplesmente apoiada na base com 

diferentes condições de contorno na extremidade superior (Figura 1.2), verifica-se 

que se a extremidade superior é livre (Figura 1.2(a)), a carga crítica é igual à zero 

(estrutura hipostática); se a extremidade superior tem o deslocamento lateral 

impedido (Figura 1.2(b)), a carga crítica correspondente à carga crítica de Euler 

PE; e para o caso de uma estrutura com uma mola linear de rigidez Kt (Figura 

1.2(c)) a carga crítica tem um valor intermediário entre os dois valores 

anteriormente relatados. Seguindo esta mesma linha de raciocínio, apresenta-se na 

Figura 1.3 o exemplo de uma coluna engastada na base e com diferentes 

condições de contorno na extremidade superior. Neste caso, a restrição ao 

deslocamento lateral eleva em mais de oito vezes o valor da carga crítica (vide 

Figuras 1.3(a) e 1.3(b)). Observa-se assim, que, para estruturas com deslocamento 

lateral permitido, a carga crítica é bem inferior à carga crítica da estrutura com 

deslocamento lateral impedido. 
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(a) 0crP =  (b) 
2 2/cr EP EI L Pp= =  (c) 0 cr EP P¢ ¢  

Figura 1.2: Cargas críticas para colunas rotuladas na base. 

 

   

(a) / 4cr EP P=  (b) 2.05cr EP P=  (c) / 4 2.05E cr EP P P¢ ¢  

Figura 1.3: Cargas críticas para colunas engastadas na base. 

 

A influência do contraventamento lateral na capacidade de carga de um 

pórtico simétrico (Figura 1.4) foi estudada em detalhes por Kala (2012). Neste 

trabalho considera-se a esbeltez não dimensional constante e determina-se todos 

os pares possíveis de comprimento da coluna, h, e rigidez da mola linear 

correspondente, Kt. Para cada par Kt e h determina-se o modo de flambagem da 

coluna e a carga crítica correspondente. Então, pode-se determinar uma altura 

crítica da coluna, crL (correspondente ao valor fixado de esbeltez da coluna) de 

forma que se crLh< , a carga crítica, 1crF , é controlada pela rigidez lateral e se 
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crLh> a carga crítica, 2crF , é controlada pela rigidez a flexão. Em ambos os casos 

a carga de bifurcação 2crF  diminui com o aumento do comprimento das colunas 

do sistema, sendo 12 crcr FF ² . Para certos valores de Kt e h, as duas cargas críticas 

coincidem e pode ocorrer interação modal. 

 

 

Figura 1.4: Influência do contraventamento lateral na capacidade de carga  de um pórtico 
simétrico (adaptado de Kala, 2012).  

 

Para estruturas de múltiplos pavimentos, a interação entre uma coluna e o 

restante da estrutura, pode ser representada por molas, como ilustrado para a 

coluna AB na Figura 1.5. A rigidez da mola lateral Kt depende do pavimento no 

qual a coluna está situada. Se ¤ºtK , o membro é totalmente indeslocável. Se 

0=tK , o membro é deslocável. Para um valor intermediário de Kt, ele é 

parcialmente deslocável. Observando a Figura 1.5(b), a rigidez rotacional Akq  é 

igual à soma das rigidezes rotacionais de todos os membros presentes na ligação, 

exceto a da própria coluna. 
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(a) Pórtico plano (b) Membro isolado 

Figura 1.5: Condições de contorno para elementos inseridos em um pórtico plano. 
(adaptado de Hellesland, 2012). 

 

Também a restrição ao deslocamento lateral é importante quando se 

consideram efeitos de segunda ordem. A sensibilidade de uma estrutura a efeitos 

de segunda ordem é ilustrada na Figura 1.6, onde se apresenta um pórtico, com 

conexões rotuladas entre vigas e colunas, restringido lateralmente por uma mola 

de rigidez Kt, que representa o sistema de contraventamento, e submetido a uma 

carga lateral H1. Os deslocamentos de primeira e segunda ordem são denominados 

respectivamente 1d e 2d. Se Kt é pequeno, os efeitos de segunda ordem são 

importantes e, se Kt é grande, há muito pouca amplificação devido à força 

horizontal aplicada. 

 

 

11 HK t =d  

 

( ) 2212 HhVHK t =+= dd  

(a) Efeitos de primeira ordem (b) Efeitos de segunda ordem 

Figura 1.6: Consideração de efeitos de segunda ordem (adaptado de Steel Construction, 
acesso em 22 nov. 2017). 
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As normas de projeto fornecem, usualmente, fórmulas e diagramas 

simplificados para determinação dos comprimentos de flambagem de colunas 

contraventadas. Em outros casos, o método do comprimento efetivo de coluna 

adota algumas simplificações, que podem resultar em imprecisões na estimativa 

da capacidade de carga de uma coluna, em particular nos casos onde não há 

contraventamento lateral ou este é insuficiente (Iwicki, 2010). Existem outros 

métodos simplificados como alternativa, como o the storey-based buckling 

method, que pode produzir resultados mais precisos (Yura, 1971; LeMessurier, 

1977; Xu e Liu, 2002). Nesta linha de raciocínio, estão incluídos os métodos que 

empregam forças horizontais fictícias para contabilizar os efeitos 

desestabilizantes, tais como imperfeições geométricas iniciais e tensões residuais. 

Este método é utilizado nas normas australiana (AS4100, 1990) e canadense 

(CSA-A16.1, 1994), além do código europeu prEN 1993-3 (2003). A atual norma 

brasileira de estruturas de aço NBR 8800:2008, a norma americana de perfis 

pesados (AISC, 2005a) e a norma americana de perfis formados a frio (AISI, 

2006), utilizam uma versão modificada do método das forças horizontais fictícias, 

proposta por Hajjar e White (2000), para avaliar a instabilidade de pórticos 

planos. 

Nas estruturas reais, entretanto, investigações experimentais têm 

demonstrado que a maioria das conexões entre os elementos estruturais metálicos 

devem ser tratadas como ligações semi-rígidas, usando curvas momento-rotação 

para descrever o seu comportamento. Torna-se necessário, portanto, incorporar o 

efeito da resistência e da flexibilidade (ou rigidez) da ligação na análise do 

sistema estrutural e dessa forma representar o comportamento verdadeiro do 

pórtico. Entre os trabalhos surgidos nos últimos anos que tratam da análise não 

linear estática de pórticos com conexões semi-rígidas pode-se citar Sekulovic et 

al. (2002), King (1995), Chen e Kishi (1989); Abdalla e Chen (1995), Galvão 

(2004) e Galvão et al. (2005 e 2010). 

De maneira geral, para estruturas aporticadas esbeltas, sujeitas a não 

linearidade, o comportamento pós-crítico é afetado pelos membros adjacentes e 

pode incluir a existência de múltiplas configurações de equilíbrio (estáveis e 

instáveis) e de pontos de máximo e mínimo ao longo do caminho não linear de 

equilíbrio (pontos limite) onde a estrutura pode apresentar saltos dinâmicos. Esse 

é o caso dos pórticos em L e dos pórticos que formam a estrutura de telhados. 
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Os pórticos em L são conhecidos na literatura como pórticos de Roorda, que 

analisou experimentalmente o comportamento pós-crítico desta estrutura (Roorda, 

1965). Koiter (1967), Roorda e Chilver (1970), Rizzi et al. (1980) e Bazant e 

Cedolin (1991) determinaram a inclinação e a curvatura inicial da resposta pós-

crítica do pórtico de Roorda. Esses dois parâmetros são suficientes para 

caracterizar o tipo de bifurcação, podendo ainda ser usados para estimar a 

sensibilidade da estrutura a imperfeições. Essas soluções aproximadas podem, 

entretanto, descrever somente a região inicial do comportamento pós-crítico do 

pórtico e são incapazes de descrever o comportamento do pórtico sob grandes 

deslocamentos ou com grandes imperfeições iniciais (Galvão, 2004). 

Galvão et al. (2005) conduziram uma análise paramétrica detalhada da 

influência do contraventamento lateral no pórtico de Roorda, usando uma 

formulação não linear de elementos finitos, considerando quatro diferentes 

condições de apoio na extremidade da viga (Figura 1.7(a)). Na Figura 1.7(b) estão 

representados os caminhos pós-críticos para os quatro casos considerados e na 

Figura 1.7(c) são ilustradas configurações deformadas dos pórticos considerando 

rotações positivas e negativas da extremidade superior da coluna. Como se pode 

observar, as restrições laterais têm grande influência não só na carga crítica, mas 

também no caminho pós-crítico do pórtico. Os resultados evidenciam mais uma 

vez a importância das restrições ao deslocamento lateral no comportamento da 

estrutura, levando o apoio C à menor carga crítica e a uma acentuada declividade 

inicial do caminho pós-crítico. 

A influência da excentricidade da carga P (aplicada à esquerda ou à direita 

do eixo da coluna, Figura 1.7(a)), para as diferentes condições de contorno, é 

mostrada na Figura 1.8. Analisando essas figuras pode-se constatar que, de um 

modo geral, o pórtico exibe uma capacidade de carga Plim inferior a Pcr; e, quanto 

maior a imperfeição, ou inclinação inicial do caminho pós-crítico, menor é Plim, 

indicando que o sistema estrutural é sensível a imperfeições. 
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(a) Pórtico em L com diferentes condições de 

apoio 
(b) Trajetórias de equilíbrio 

 

(c) Configurações deformadas 

Figura 1.7: Influência das condições de contorno da viga na carga crítica e no 
comportamento pós-crítico da estrutura (adaptado de Galvão et al., 2005). 

 

  

(a) Caso A (b) Caso B 

  

(c) Caso C (d) Caso D 

Figura 1.8: Influência da posição de carregamento na resposta não linear da estrutura 
para quatro condições de contorno da viga. (adaptado de Galvão et al., 2005). 
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Silvestre e Camotim (2000) conduziram um estudo em pórticos que formam 

a estrutura de telhados (pitched roofs). Inicialmente um modelo conceitual com 

dois graus de liberdade é analisado e posteriormente são obtidos os resultados 

analíticos e numéricos (método dos elementos finitos) para estruturas reais. Este 

tipo de estrutura apresenta dois modos de flambagem: um simétrico e um 

antissimétrico (Figura 1.9), ambos apresentam deslocamento lateral, e pode 

ocorrer interação modal entre estes.  Verifica-se que o sistema estrutural é sensível 

a imperfeições que podem ocasionar o efeito snap-through.  

  

(a) simétrico (b) antissimétrico 

Figura 1.9: Modos de flambagem típicos em pórticos de telhados. (adaptado de Silvestre 
e Camotim, 2000). 

 

Portanto, é necessário desenvolver uma abordagem eficaz para determinar a 

estabilidade destas estruturas sujeitas a não linearidade geométrica e imperfeições, 

a fim de assegurar sua segurança durante toda sua vida operacional, com intuito 

de evitar consequências catastróficas. 

Assim, a compreensão do fenômeno de perda de estabilidade em sistemas 

estruturais passa pela determinação da carga crítica e do modo crítico, da solução 

pré-crítica (solução fundamental) e das soluções pós-críticas e soluções 

secundárias, além do estudo da sensibilidade a imperfeições. A análise pós-

flambagem, baseada no trabalho de Koiter (1967) e amplamente estabelecida 

pelos trabalhos de Croll e Walker (1972); Thompson e Hunt (1973); Hutchinson 

(1974) e Bazant e Cedolin (1991), mostra como esta análise pode auxiliar na 

compreensão do comportamento não linear de estruturas suscetíveis a flambagem. 

Isto é de fundamental interesse em estruturas sensíveis à imperfeição como 

aquelas que apresentam bifurcação simétrica instável e bifurcação assimétrica, 

pois estas podem sofrer flambagem para valores inferiores à carga crítica teórica 

devido ao efeito de imperfeições iniciais, excentricidades de carregamento e/ou 

perturbações dinâmicas. 
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Para níveis de carregamento inferiores à carga crítica, tais sistemas exibem 

mais de um ponto de equilíbrio, sendo a posição de equilíbrio estável pré-

flambagem rodeada por pontos de sela, pontos de equilíbrio instável, que definem 

a fronteira do vale potencial pré-flambagem. Assim, se as perturbações 

ultrapassarem a fronteira do vale pré-flambagem, a resposta pode divergir para 

uma nova posição de equilíbrio ou para infinito. Esta região segura decresce com 

o aumento da carga estática e se torna nula no ponto crítico. Portanto, a carga 

crítica é apenas um limite superior da capacidade de carga da estrutura. As 

imperfeições diminuem a carga de flambagem e ao mesmo tempo mudam a 

topologia da energia potencial do sistema, diminuindo a região segura, mudando 

consequentemente seu comportamento dinâmico não linear e sua estabilidade 

global (Gonçalves et al., 2007). O comportamento deste tipo de estrutura pode 

tornar-se ainda mais complexo se houver frequências naturais coincidentes ou 

quase coincidentes, levando o sistema a uma possível ressonância interna (Del 

Prado, 1999 e Gonçalves e Del Prado, 2005). 

Outra motivação para o estudo da estabilidade estática e dinâmica de 

estruturas aporticadas é a influência do acoplamento modal em sistemas 

estruturais com vários graus de liberdade, que podem influenciar de forma 

significativa o comportamento e a capacidade de carga da estrutura. O 

acoplamento modal ou interação modal acontece quando a diferença entre as 

cargas críticas associadas a diferentes modos de flambagem é muito pequena ou 

nula, dando origem, através da não linearidade, a soluções pós-críticas acopladas, 

usualmente instáveis e com comportamento muitas vezes distinto do 

comportamento associado às soluções desacopladas.  

Hoje é bem conhecido que dois modos de bifurcação estáveis podem gerar, 

por interação, um comportamento pós-crítico completamente instável com grande 

sensibilidade às imperfeições geométricas. Neste campo destacam-se as pesquisas 

de Koiter (1967); Chilver (1967); Thompson e Hunt (1973); Johns (1974), Cowell 

e Hunt (1985), Hunt et al. (1986), Gioncu (1994a, 1994b), Gioncu et al. (1992); 

Dubina e Ungureanu (2014) e Hancock (2017), dentre outros. 

Outra característica usual de estruturas com acoplamento modal é a 

existência de diversas simetrias (Hunt et al., 1986). Sistemas estruturais perfeitos 

apresentam certas características de simetria, havendo uma tendência para que 

esta simetria seja mantida ao longo do caminho fundamental de equilíbrio. A 
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simetria do sistema físico leva a uma simetria dos modos clássicos de bifurcação, 

já que amplitudes iguais e opostas geram uma mesma configuração deformada, 

exibindo o mesmo valor de energia potencial total (Del Prado, 2001). 

Uma das exigências no estudo do acoplamento modal é que o modelo 

utilizado possua um número de graus de liberdade que sejam capazes de descrever 

qualitativa e quantitativamente o comportamento não linear do sistema estrutural. 

Este fenômeno foi investigado por vários autores que seguiram duas linhas de 

pesquisa principais: a primeira baseada no ñfen¹meno de localiza«oò, em que os 

trabalhos de pesquisa de Hunt (1989) e Luongo (1991) são exemplos deste tipo;  a 

segunda refere-se à quebra de simetria no caso de instabilidade acoplada, estudada 

por Hunt (1982 e 1986), Hunt e Burgan (1985) e por Luongo e Pignataro (1992). 

A interação de dois modos apresentando bifurcação simétrica estável produz uma 

bifurcação assimétrica ou simétrica instável como resultado desta quebra de 

simetria e um aumento na sensibilidade a imperfeições. 

Gioncu (1994) apresenta diversos modelos conceituais para explicar os 

diferentes tipos de acoplamento modal. Usando estes modelos, os fenômenos de 

instabilidade podem ser descritos com apenas alguns parâmetros e poucos graus 

de liberdade, mantendo, entretanto, suas características fundamentais. Assim, o 

comportamento de uma estrutura complexa é equivalente, em essência, ao 

comportamento de um modelo mais simples. Existem dois tipos de modelos: os 

modelos fenomenológicos, que não apresentam semelhança física com a estrutura 

(Tabela 1.1) e os modelos estruturais, que simulam o comportamento das 

estruturas nos aspectos mais importantes (Tabela 1.2).  
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Tabela 1.1: Modelos Fenomenológicos (adaptado de Gioncu, 1994a).  

Autor Ano Modelo Tipo de Instabilidade 

Koiter 1962 

 

Semi-simétrica 

Augusti 1964 

 

Dupla-simetria 

Chilver 1966 

 

Semi-simétrica 

Dupla-simetria 

Thompson 

e Gaspar 
1977 

 

Semi-simétrica 

 

Gaspar 1977 

 

Semi-simétrica 

Dupla-simetria 

Gioncu - 

Ivan 
1979 

 

Dupla-simetria 

Luongo - 

Pignataro 
1989 

 

Quase-simétrica 

Assimetria oculta 
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Tabela 1.2: Modelos Estruturais (adaptado de Gioncu, 1994a).  

Autor Ano Modelo Tipo de Instabilidade 

Croll 1975 

 

Flambagem global e 

local 

Budiansky-

Hutchinson 
1979 

 

Flambagem global e 

local 

Hunt ï 

Williams 
1984 

 

Efeito de loop 

Hunt - 

Burgan 
1985 

 

Assimetria oculta em 

flambagem plástica 

 

Menken ï 

Stallenberg 
1989 

 

Flambagem local e 

lateral 

Hunt 1989 

 

Flambagem localizada 

padrão 

Raithel  e 

Clemente 
1994 

 

Flambagem global e 

lateral 

Gioncu 1992 

 

Flambagem elasto-

plástica 
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Na literatura encontram-se alguns outros modelos simplificados com 

interação modal, tais como: Thompson e Hunt (1984), El Naschie (1990), Hansen 

(1977), Hunt et al. (1979), Silvestre e Camotim (2000), Sophianopoulos (2007) e 

Teng e Hong (2006).  

Dentre os modelos fenomenológicos destaca-se o modelo de Augusti 

(Augusti, 1964) que representa uma grande classe de problemas que apresentam 

acoplamento modal, cujo estudo foi amplamente detalhado por Croll e Walker 

(1972), Bazant e Cedolin (1991), Raftoyiannis e Kounadis (2000) e Orlando 

(2010), dentre outros. Este modelo apresenta duas cargas críticas iguais associadas 

a dois modos de flambagem distintos. Quando considerados desacoplados, esses 

modos levam a um comportamento pós-crítico estável (bifurcação simétrica 

estável). Porém, quando se considera o acoplamento entre os dois modos, as 

soluções pós-críticas desacopladas tornam-se instáveis e surgem novas soluções 

pós-críticas instáveis que passam a definir o comportamento estático e dinâmico 

da estrutura para cargas inferiores à carga crítica. 

Dentre os modelos estruturais destaca-se o modelo de Raithel e Clemente 

(1994) que considera a interação entre a rigidez a flexão e a rigidez lateral de um 

sistema de dois graus de liberdade (vide Tabela 1.2). O modelo apresenta duas 

cargas críticas que podem coincidir dependendo do parâmetro de rigidez relativa. 

Dependendo da rigidez relativa, podem surgir diversas soluções pós-críticas 

instáveis devido ao acoplamento modal. Entretanto os autores apresentam apenas 

as cargas e modos de bifurcação deste modelo e comentam sobre a possível 

interação modal. 

Embora existam muitos trabalhos publicados sobre acoplamento modal, a 

grande maioria das investigações está limitada a análise destas estruturas sob 

cargas estáticas. A análise da instabilidade dinâmica, apesar de sua grande 

importância para engenharia estrutural, tem recebido pouca atenção na literatura. 

No âmbito da dinâmica não linear de sistemas com interação modal e 

sujeitos a bifurcações instáveis, destaca-se o trabalho recente de Orlando (2010), 

que, usando as ferramentas da dinâmica não linear, estudou a instabilidade estática 

e dinâmica do modelo de Augusti (1964) e do modelo proposto por Thompson e 

Gaspar (1977) para uma torre estaiada (ver Tabela 1.2). Em particular foi 

estudada, com base na evolução de bacias de atração, a variação da região segura 

da solução fundamental delimitada pelas variedades instáveis dos pontos de sela 
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das soluções pós-críticas. Porém, muitas vezes, a identificação desta região segura 

não é trivial, particularmente quando se tem a presença de imperfeições 

geométricas e perturbações dinâmicas (Orlando, 2010). Orlando et al. (2011, 

2013a, 2013b) mostraram como o acoplamento modal pode influenciar o 

comportamento destes modelos sob cargas dinâmicas, a multiplicidade dos modos 

não lineares de vibração, que pode ser maior que o número de graus de liberdade, 

e as possíveis ressonâncias internas. 

 

1.1. 
Objetivo 

Este trabalho se insere na linha de pesquisa de Instabilidade e Dinâmica de 

Estruturas do Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da PUC-Rio. 

Encontram-se na literatura poucas referências sobre interação modal de estruturas 

aporticadas esbeltas. Com o objetivo de estudar a interação entre a flambagem por 

flexão e a flambagem lateral desta classe de estruturas, o presente trabalho analisa 

de forma detalhada, usando as ferramentas da teoria da estabilidade de estruturas e 

da dinâmica não linear, o modelo simplificado proposto por Raithel e Clemente 

(1994) sob cargas estáticas e dinâmicas. Pretende-se, com isto, fornecer uma 

contribuição adicional ao entendimento da instabilidade estática e dinâmica de 

sistemas estruturais sujeitos ao fenômeno de acoplamento modal. O 

comportamento dinâmico não linear de estruturas com interação modal ainda não 

está totalmente entendido e novos fenômenos estão ainda sendo ou por serem 

descobertos. Recentemente, devido aos avanços teóricos e numéricos na área de 

dinâmica não linear, tornou-se possível estudar estes fenômenos não lineares com 

uma maior profundidade. 

 

1.2. 
Organização do Trabalho 

O presente trabalho constitui-se de sete capítulos, incluindo este de 

introdução, onde são apresentados conceitos básicos, revisão bibliográfica e 

objetivos da dissertação. 

No capítulo 2, apresenta-se a formulação matemática utilizada para 

descrever o comportamento dinâmico não linear do modelo de Raithel e 
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Clemente. São apresentadas as formulações para a análise estática e dinâmica, 

considerando a influência da rigidez relativa das molas e o efeito de imperfeições 

geométricas.  

O capítulo 3 mostra uma análise minuciosa da estabilidade estática do 

modelo em estudo, com ênfase na influência do acoplamento modal e das 

imperfeições nos caminhos de equilíbrio pré e pós-críticos, em sua estabilidade e 

na topologia da superfície de energia potencial, que governa o comportamento 

dinâmico da estrutura. 

No capítulo 4, apresenta-se o comportamento dinâmico do modelo em 

vibração livre. Inicialmente são determinadas as frequências naturais e os modos 

lineares de vibração. A seguir, estuda-se, usando-se o princípio da conservação da 

energia, a influência do acoplamento modal na região segura pré-crítica. 

Finalmente, é identificada a relação frequência-amplitude, informação 

fundamental para a compreensão da dinâmica sob vibração forçada. 

No capítulo 5, apresenta-se o comportamento dinâmico e instabilidade 

paramétrica do modelo sob um carregamento axial harmônico (vibração forçada). 

A influência do acoplamento modal é estudada através das fronteiras de 

estabilidade, das bifurcações associadas a estas fronteiras e da evolução das bacias 

de atração.  

No capítulo 6, apresenta-se o comportamento dinâmico do modelo sob 

vibração forçada, gerada por uma excitação de base. Novamente a influência do 

acoplamento modal é estudada através das fronteiras de estabilidade e das 

bifurcações associadas a estas fronteiras.  

Finalmente, no Capítulo 7, são apresentadas as conclusões, bem como 

algumas sugestões para trabalhos futuros. 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 
Formulação do Problema 

2.1. 
Modelo de Raithel e Clemente 

Neste capítulo é apresentada uma análise detalhada do modelo conceitual 

apresentado por Raithel e Clemente em 1994 (Raithel e Clemente, 1994). Esse 

sistema estrutural discreto é formado por duas barras rígidas de comprimento 2l  

cada, conectadas entre si por uma mola de rigidez rotacional com rigidez 

constante, 
rK . Esta estrutura é rotulada na extremidade inferior e apoiada 

lateralmente na extremidade superior por uma mola translacional de rigidez 

constante, tK . A Figura 2.1 apresenta o modelo estudado e as variáveis que o 

caracterizam. 

 

 

 

(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado 

Figura 2.1: Modelo de Raithel e Clemente perfeito. 

 

Na Figura 2.1, P  é a carga axial na extremidade superior do conjunto, D é 

o deslocamento vertical do topo da estrutura, td o deslocamento horizontal do 
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topo da coluna e 1q e 2q  são as rotações das barras, sendo estas as coordenadas 

generalizadas que representam os dois graus de liberdade do sistema. 

 

 

 

(a) Configuração inicial indeformada (b) Configuração final deformada 

Figura 2.2: Modelo de Raithel e Clemente com imperfeição geométrica. 

 

Considerando-se a existência de imperfeições geométricas iniciais na 

formulação do problema, tem-se que a configuração inicial indeformada do 

sistema passa a ser definida pelos ângulos 10q  e 20q , como mostra a Figura 2.2(a). 

A configuração final deformada é apresentada na Figura 2.2(b).  

A partir das Figuras 2.1 e 2.2, pode-se escrever que: 

 

)()( 102012 qqqqd ---=r  (2.1) 

 

onde o ângulo rd representa a deformação da mola rotacional. 

Observando a Figura 2.2, tem-se que a deformação da mola no topo da 

coluna é dada por: 

 

)]()[(
2

201021 qqqqd sensensensen
l

t +-+=  (2.2) 
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2.1.1. 
Energia Cinética 

A energia cinética é obtida pelo somatório das energias cinéticas das duas 

barras rígidas. As barras têm massa por unidade de volume r e área da seção 

transversal A .  

 

 

Figura 2.3: Modelo para obtenção da energia cinética. Modelo de Raithel e Clemente 
perfeito. 

 

Considerando em cada barra um elemento infinitesimal de comprimento ds, 

como representado na Figura 2.3 e tendo como referência a posição inicial da 

estrutura perfeita, tem-se que a energia cinética total pode ser escrita na forma: 

 

ññ +++=

2

0

2

2

2

2

2

0

2

1

2

1 )(
2

1
)(

2

1
ll

dsyxAdsyxAT #### rr  (2.3) 

 

onde ix# e iy# são as componentes de velocidade referentes, respectivamente, aos 

deslocamentos ix  e iy  de cada elemento infinitesimal de massa Adsr . 

Da Figura 2.3, tem-se que: 
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11 qsensx =  (2.4a) 

212
2

qq senssen
l

x +=  (2.4b) 

11 cosqsy =  (2.4c) 

212 coscos
2

qq s
l

y +=  (2.4d) 

 

Por fim, derivando as expressões (2.4) com relação ao tempo e substituindo 

essas componentes de velocidade na expressão (2.3), obtém-se a energia cinética 

em termos dos graus de liberdade 1q e 2q , a saber: 

 

( ))(4)(3coscos3
48

1 2

1

2

221212121

3 qqqqqqqqqqr ###### +++= sensenAlT

 

(2.5) 

 

2.1.2. 
Energia Potencial Total 

A energia potencial total é dada pela soma da parcela da energia interna de 

deformação e o potencial gravitacional das cargas externas. 

Considerando a coluna imperfeita, tem-se que a parcela da energia interna 

de deformação, U , e a parcela do potencial gravitacional das cargas externas, V , 

são dados por: 

 

22

2

1

2

1
ttrr KKU dd +=  (2.6a) 

D=PV  (2.6b) 

 

A variável D representa o deslocamento vertical da carga na estrutura 

imperfeita e pode ser calculado como a diferença entre o deslocamento vertical, 

0D , devido à imperfeição geométrica e o deslocamento vertical total medido em 

relação à configuração indeformada da coluna perfeita (posição de referência), 

fD , isto é, fD-D=D 0 . Estas parcelas são dadas por: 
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)cos(cos
2

21 qq+=D
l

f  (2.7a) 

)cos(cos
2

20100 qq +=D
l

 (2.7b) 

 

Utilizando as expressões (2.6), (2.1), (2.2) e (2.7), a energia interna de 

deformação, U , e o potencial gravitacional das cargas externas, V , são dados 

por: 
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( )( )[ ]212010 coscoscoscos
2

qqqq +-+=
l

PV  (2.8b) 

 

Assim, a energia potencial total do sistema imperfeito pode ser escrita em 

termos dos graus de liberdade 1q e 2q como: 
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(2.9) 

 

Admite-se, ainda, que a rigidez da mola rotacional pode ser escrita em 

função da rigidez da mola translacional, de forma que: 

 

2lKK tr a=  (2.10) 

 

onde a variável a representa o fator de proporcionalidade entre as rigidezes. Para 

simplificar a formulação, admite-se que a carga axial, P , é função de um fator de 

carga l, da forma: 
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lKP tl=  (2.11) 

 

Desta forma, a energia potencial total do sistema imperfeito pode ser escrita 

em uma forma adimensional, em função dos parâmetros a e l, como: 
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onde 
2lKK tr=a  e lKP t=l .  

 

2.1.3. 
Amortecimento 

Para a análise do sistema dinâmico é necessária a escolha de um modelo de 

amortecimento com a finalidade de entender como a energia mecânica é dissipada 

e sua relação com a velocidade e a amplitude de vibração. Dentre os modelos 

ideais, tem-se o chamado amortecimento viscoso onde a força de amortecimento é 

proporcional à velocidade do sistema. 

A Figura 2.4 apresenta o sistema de amortecimento utilizado, formado por 

dois amortecedores discretos. 

 

 
 

(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado 

Figura 2.4: Sistema de Amortecimento. Modelo de Raithel e Clemente perfeito. 
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Para se considerar o amortecimento, adiciona-se ao funcional de energia a 

função de dissipação de Rayleigh: 

 

2

2

2

1
2

1

2

1
df ## CCE +=  (2.13) 

 

onde f# e d# são as componentes de velocidade referentes aos deslocamentos f e  

d dos amortecedores. 

Da Figura 2.4, tem que: 

 

12 qqf -=  (2.14a) 
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2

21 qqd sensen
l

+=  (2.14b) 

 

Por fim, derivando (2.14) em relação ao tempo e substituindo estas 

componentes de velocidades na expressão (2.13), obtém-se a função de dissipação 

de Rayleigh em termos dos graus de liberdade 1q e 2q : 
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onde iC  são os coeficientes de amortecimento, que podem ser expressos em 

termos dos fatores de amortecimento, ix, e das frequências naturais do modelo, 

iw  (Chopra, 2007), de acordo com as seguintes relações: 
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2.1.4. 
Função de Lagrange 

Com base nas expressões da energia cinética (2.5), da energia potencial total 

(2.8) e do amortecimento (2.15), tem-se que a função de Lagrange do modelo 

discreto, P-+= ETL , é dada por: 
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onde iq são as coordenadas generalizadas, iq
# as velocidades generalizadas, 

ipL #=µµ q  as forças generalizadas e ii pL =µµ q#  as quantidades de movimento 

generalizadas. 

Cabe aqui lembrar que as imperfeições não influenciam a energia cinética 

nem a função de dissipação de Rayleigh, já que as derivadas dos termos contendo 

a imperfeição com relação ao tempo são nulas. 

 

2.1.5. 
Equações de Movimento 

As equações de movimento são obtidas usando o princípio de Hamilton. As 

equações diferenciais de Euler-Lagrange, em termos de um conjunto de 

coordenadas generalizadas iq , são dadas por: 
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Com base nas expressões (2.17) e (2.18), obtém-se as seguintes equações de 

movimento em termos das coordenadas generalizadas 
1q e 

2q: 
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onde se observam não linearidades geométricas e inerciais. Realizando uma 

mudança da variável tempo, de forma que: 

 

twt=  (2.20) 

e adotando-se o parâmetro de frequência: 
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r
w =  (2.21) 

 

pode-se, utilizando as equações (2.10), (2.11), (2.16), (2.20) e (2.21), obter as 

equações de movimento adimensionais, a saber: 
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3 
Análise Estática 

A análise estática, apresentada a seguir, mostra a influência das diferentes 

variáveis que governam o comportamento do modelo, com ênfase na influência da 

rigidez relativa das molas e nos efeitos das imperfeições geométricas iniciais. 

 

3.1. 
Modelo de Raithel e Clemente Perfeito 

Partindo da equação (2.12) e assumindo que 02010 ==qq ,tem-se para 

energia potencial total do modelo perfeito: 
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De acordo com o Princípio da Energia Potencial Estacionária, a energia 

potencial do sistema é sempre um extremo em um estado de equilíbrio, ou seja: 
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2,1=iq  (3.2) 

 

onde VU+=P  é a energia potencial total e iiq q= . 

Assim, derivando (3.1) em função das coordenadas generalizadas 1q e 2q , 

tem-se o sistema de equações não lineares de equilíbrio: 
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O sistema homogêneo (3.3) admite sempre a solução trivial: 

 

021 ==qq , para todo l, (3.4) 

 

que corresponde à posição inicial de equilíbrio cuja estabilidade se deseja analisar 

(caminho fundamental de equilíbrio). 

A partir das equações de equilíbrio linearizadas ( ii qq=sen  e 1cos =iq ) e 

resolvendo o problema de autovalor resultante, tem-se que as duas cargas de 

bifurcação são dadas por: 

 

,0,11=l lkP t=1  (3.5a) 

,42 al= lkP r /42 =  (3.5b) 

 

A Figura 3.1 mostra a variação das duas cargas em função do fator de 

proporcionalidade entre as rigidezes, a. 

 

 

Figura 3.1: Variação das cargas de bifurcação. Modelo de Raithel e Clemente perfeito. 

 

Verifica-se que para 41=cra  as duas cargas críticas coincidem e, portanto, 

pode ocorrer interação modal ( 0,1=crl ). Para craa< , al 4=cr , ou seja, a carga 

crítica cresce linearmente com a até atingir o valor unitário. Para craa> , 

0,1=crl . 



51 
 

A Figura 3.2 apresenta as formas dos modos críticos (autovetores) em 

função de cra . Para craa< , obtém-se o autovetor [ ]Tv 111 , qq -= , ou 

seja, 12 qq -= . Neste caso a estrutura apresenta um modo crítico típico de flexão, 

sem deslocamento no topo, onde apenas a mola rotacional sofre deformação. Para 

craa> , obtém-se o autovetor [ ]Tv 112 , qq= , ou seja, 12 qq= . Neste caso a mola 

rotacional não se deforma e a estrutura apresenta uma flambagem lateral como um 

único corpo rígido. Lembrando que 
2lKK tr=a , tem-se que, para 41=cra , 

4/2lKK tr = . Quando rK  ultrapassa este valor, a flambagem lateral ocorre antes 

da flambagem por flexão. Para craa=  há uma singularidade e qualquer autovetor 

é solução do problema de autovalor. 

 

  

(a) Ý< craa [ ]Tv 111 , qq -=  (b) Ý> craa [ ]Tv 112 , qq=  

Figura 3.2: Formas dos modos críticos. Modelo de Raithel e Clemente perfeito. 

 

Substituindo-se a forma do modo crítico nas equações diferenciais não 

lineares de equilíbrio, observa-se que as equações são desacopladas, resultando 

nas seguintes equações não lineares associadas às cargas críticas: 

 

craa< , ,12 qq -= Ý 1111 /4;04 qaqlqlaq sensen ==-  (3.6a) 

craa> , ,21 qq= Ý 11 cos;0cos qllq ==-  (3.6b) 

 

que descrevem os caminhos pós-críticos do sistema desacoplado. 
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A equação (3.6a) corresponde a um exemplo clássico de uma bifurcação 

simétrica estável (Figura 3.3(a)), enquanto a equação (3.6b) corresponde a um 

exemplo clássico de uma bifurcação simétrica instável (Figura 3.3(b)), como 

mostram Croll e Walker (1972); Thompson e Hunt (1973) e Bazant e Cedolin 

(1991). 

 

  

(a) Ý< craa
11 /4 qaql sen=  (b) Ý> craa

1cosql=  

Figura 3.3: Formas dos modos críticos, para a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente 

perfeito. 0,1=crl . 

 

Entretanto, além das duas soluções não lineares desacopladas mostradas em 

(3.6), o sistema não linear (3.3) apresenta, para valores de craa< , quatro 

caminhos de equilíbrio adicionais acoplados ( 01¸q  e 02 ¸q ). Para valores de 

craa² , o sistema (3.3) não apresenta as soluções acopladas. 

 

3.1.1. 
Estabilidade das Posições de Equilíbrio  

Para verificar se uma posição de equilíbrio é estável ou instável é necessário 

avaliar a segunda variação da energia potencial, proveniente da expansão da 

equação (2.12) em séries de Taylor até o termo de segunda ordem que resulta na 

seguinte forma quadrática: 
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A estabilidade de um ponto crítico é determinada pelos autovalores da 

matriz Hessiana, H, formada pelas derivadas parciais segundas em relação às 

coordenadas generalizadas, iq . Caso a forma quadrática seja positiva definida 

(autovalores positivos), o equilíbrio é estável, caso contrário, o estado de 

equilíbrio é instável. 

Os autovalores (ig) da matriz Hessiana são obtidos do sistema homogêneo: 

 

[ ] 0det =-IH g  (3.8) 

 

onde I é a matriz identidade de mesma ordem que a matriz Hessiana.  

No Apêndice A apresentam-se os autovalores oriundos da expressão (3.8) 

para 10,0=a , 15,0=a , 20,0=a , 25,0=a  e 30,0=a . 

 

3.1.2. 
Caminhos Não Lineares de Equilíbrio 

As Figuras 3.4, 3.6, 3.8, 3.10 e 3.12 mostram a solução fundamental 

( 021 ==qq ) e os caminhos não lineares de equilíbrio para 10,0=a , 15,0=a , 

20,0=a , 25,0=a  e 30,0=a , respectivamente. Uma melhor compreensão das 

diversas soluções é dada pelas Figuras 3.5, 3.7, 3.9, 3.11 e 3.13, que mostram os 

caminhos pós-críticos projetados em três planos ortogonais. 

Verifica-se que, em todos os casos, o caminho fundamental de equilíbrio é 

estável até a carga crítica estática (crl ) e que há a presença de dois caminhos pós-

críticos: um caminho ascendente (em vermelho) a ¯-45  associado com o 

autovalor al 42= e um caminho descendente (em azul) a ¯+45 associado com o 

autovalor 0,11=l , correspondentes às soluções desacopladas nos modos de 

vibração (expressões (3.6)). 
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Figura 3.4: Caminhos pós-críticos, a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente perfeito. 

4,0=crl . 

 

   

(a) Plano q1xl (b) Plano q2xl (c) Plano q1xq2 

Figura 3.5: Projeções dos caminhos pós-críticos, a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente 

perfeito. 4,0=crl . 

 

Para valores de , observa-se que existem quatro caminhos instáveis 

complementares, referentes às soluções acopladas (soluções de (3.3)): dois 

caminhos secundários descendentes instáveis (em preto) que emergem de uma 

bifurcação secundária ao longo do caminho ascendente pós-crítico; e dois 

caminhos secundários adicionais ascendentes (em verde) que também emergem 

do caminho ascendente pós-crítico. Estes quatro caminhos são paralelos ao 

caminho desacoplado descendente (em azul). À medida que  aumenta, as 

soluções acopladas em preto se aproximam do caminho fundamental e fundem-se 

com o caminho desacoplado em azul quando , como pode ser visto na 

Figura 3.14. Verifica-se que todos os caminhos pós-críticos são instáveis, exceto o 

caminho pós-crítico em vermelho que se torna estável após cruzar os caminhos 






































































































































































